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PROLOCGO

La presente obra es producto del esfuerzo de Autoridades Gubernamentales y Educativas del Es
tado de México, con el propésito de elevar la calidad de la educacién; accién que se contempla en -
el Plan General de Desarrollo de la Entidad.

La importancia de elaborar obras de este tipo, especificas para nuestro Estado, radica en —-
las metas que las Autoridades Educativas han establecido con objeto de implementar recursos que per
mitan impulsar la educacién como aspecto prioritario y que se resume en acciones precisas, como:

- Aprovechar los recursos humanos y materiales de la Entidad.

- Elevar la calidad académica.

- Proporcionar material de apoyo a los profesores.

- Favorecer la educacién integral,

- Propiciar la interrelacién disciplinaria.

- Disminuir indices de reprobacién y desercién.

- Propiciar actitudes de identificacidn de los mexiquenses con su entidad.

La poblacién a la que esta obra se dirige, estd constituida por los alumnos de las secunda--
rias generales y técnicas del Estado de México; por lo que en su elaboracién se ha pretendido usar-
un lenguaje sencillo, con una secuencia ldgica, variedad de ejemplos y ejercicios y ademis, adapta-
do a la problemdtica de la Entidad.

Estd formada por cinco partes, una por cada 4rea (Espafiol, Matematicas, Ciencias Sociales, -
Ciencias Naturales e Inglés), e interrelacionadas entre si; por lo que es frecuente encontrar conte
nidos de determinadas 4reas en el desarrollo de alguna otra.

Es un esfuerzo editorial que forma parte de un proceso cuya finalidad es la elavoracién de -
Libros de Texto, para el nivel Medio Bésico en el Estado de México; y su caracteristica fundamen- -
tal, es la fase experimental por medio de la cual se enriquecerd a través de las opiniones, criti--
cas y comentarios de los profesores y alumnos involucrados en este proceso; por lo que, serd de - -
gran valor la participacién activa de éstos.

Los autores, profesores en servicio del nivel medio badsico agradecen la colaboracién y apoyo
de las Autoridades, Asesores Técnicos, Dibujantes, Fotdgrafos y Personal de Mecanografia, que hi- -
cieron posible la realizacién de esta obra.
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I ¥ TR ODUOCOCTIOTDN

Con objeto de tener un marco de referencia para el estudio de la matemética, los
antiguos griegos se adentraron en el terreno de la légica en forma sistemética. Sin
embargo, después de este periodo el desarrollo de la 16gica languidecid por aproxima
damente dos milenios. El nombre con que se conoce esta 16gica es el de "Légica Aris-
totélica" debido a que AristSteles (siglo IV A.C.), elabord una lista de 1k silogis-
mos que, segin &1, resumian las ideas principales de la ld8gica.

Estos silogismos fueron ejemplo Un ejemplo de silogismo:
de todas las formas conocidas
de obtener una conclusidn a par (1) Todos los héroes son hombres.

tir de dos proposiciones dadas.
(2) Todos los hombres son morta—
les.

Por lo tanto,

(3) Todos los héroes son mortales.

A esos 1b silogismos, los 16gicos de la Edad Media agregaron otres cinco. Estu-
diar 1lbgica, esencialmente, significaba estudiar estos 19 silogismos.

Después, en 18L8, el matemdtico inglés George Boole (1815-186L) publicé un 1libro
en el que usd simbolos para facilitar el estudio de la loglca, en forma similar a co
mo se usan los simbolos en el &lgebra. Mas alin, Boole organizd el estudio de la logl
ca en forma de un sistema deductivo.

De la manera en que el &lgebra es el estudio de las formas en que podemos operar
y relacionar nimeros; la lbgica simbGlica es el estudio de las formas en que podemos
operar (obtener nuevas proposiciones a partir de otras) y relacionar proposiciones.

En esta unidad, estudiaremos:

a) Proposiciones compuestas de la forma a~b y a <> Db conocidas con el nombre -
de condicional y bicondicional respectivamente.

b) La relacidn de implicacién (o deduccién) en el conjunto de proposiciones y

c) La conexién entre la condicional y la bicondicional con las relaciones de in-

clusidén e igualdad de conjuntos.

El estudio de estos contenidos te serd de utilidad, debido a que gran cantidad -
de afirmaciones en Matem&ticas y en las demés ciencias son de la forma: "Si ..., en-
tonces ..." por lo que frecuentemente encontraris expresiones de este tipo y reque-

rirés un manejo apropiado de ellas.
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OBJETIVOS PARTTCULARES:

Interpretard proposiciones compuestas, utilizando implicacidn ¥y equivalencia

Representard, mediante diagramas de Venn, las relaciones 1légicas de implica-
cidn y equivalencia

CBJETIVCS ESPECIFICOS:

Relacionard proposiciones, mediante la implicacidn "si D, entonces q".

Representard la inelusidn de conjuntos por medio de diagramss de Venn.

Relacionaréd proposiciones mediante la equivalencia.

Representaréd la igualdad de conjuntos, por medio de diagrsmas de Venn.

12



PROPOSICIONES COMPUESTAS Y SUS TABLAS DE VERDAD,

En la primera unidad del Segundo Curso de Matem&ticas, estudiamos proposiciones
compuestas, que son proposiciones que se obtienen a partir de proposiciones simples

al enlazar éstas con los términos: A, v , » y <=
"si ..., entonces ..

ft.n

A L) |
- ; 5 que se leen 'y ) o

y  «.. 81,y sdlo si ..." , respectivamente.

Las siguientes proposiciones se obtienen de proposiciones simples:

"No estoy de buen humor" ,
"Hoy es domingo y saldré de paseo",
"Estudia o bajaris de calificacién en el examen" .

"Si no estudias, entonces bajaris de calificacidn en el examen"

"Juan aprueba el curso si, y solo si, obtiene una calificacidn mayor que 6"

Analicemos cada una de ellas:

1os

20.

30.

ho.

5.

La proposicién a es la negacién de la proposicién:
"Estoy de buen humor"

La proposicidn b es una conjuncidn, cuyas componentes son las proposiciones
simples:

"Hoy es domingo" y "Saldré de paseo"
1Y

La proposicién € es una disyuncidn, cuyas componentes son las proposiciones
simples:

. 3 - . . -
"Estudias” y "Bajards de calificacidn en el examen"

La proposicién d es una condicional, cuyas componentes son las proposicio—-—
nes simples:

"No estudias" y "Bajards de calificacidn en el examen"

La proposicidn e es una bicondicional, cuyas componentes son las proposicio
nes simples:

"Juan aprueba el curso" y "Juan obtiene una calificacidn mayor que 6"

En el curso anterior. establecimos, también, que:

dss

Para la negacidn:

Si una proposicidén es verdadera, p ~p
su negacidén es falsa.
. v F
Si una proposicidn es falsa,
F v

su negacidn es verdadera

13



Para la conjuncién:

Una conjuncién es verdadera
s6lo en el caso de que sus
componentes lo sean simultd

neamente,

Para la disyuneién:

Una disyuncidn es falsa
sélo en el caso de que sus
componentes lo sean simultd

neamente

Para la condicional:

Una condicional es falsa
s6lo en el caso de que

su antecedente sea verda
dera y su consecuente -——

falssa

Para la bicondicional-

Una bicondicional es verda
dera s6lo en el caso de -

ue sus componentes tengan
simulténeamente el mismo —

valor de verdad.

14

P q A
v v v
v F F
F v F
F F F
p q Vg
v v v
v F v
F v v
F F F
P q -+q
v v v
v F F
F v v
F F v
p q “
v v v
v F F
F v F
F F v




Hjemplos:

Supongamos que son verdaderas las
proposiciones simples siguientes:
»: 1"

a: "Francisco es alto

b: "Luis es bajo"

Con esta informacidn Yy de acuerdo a las reglas para calificar proposiciones a -
partir de los valores de verdad de cada una de sus componentes, podemos calificar

las siguientes proposiciones.

"Francisco no es alto"

"Francisco es alto o Luis es bajo"

"Francisco y Luis son altos:

"0 Francisco o Luis son bajos"

"Ni Francisco ni Luis son altos"

"Si Francisco es alto, entonces Luis es bajo"

"Francisco es alto si,y sdlo si,Luis es alto"

(o
T
s
Los
indiecs
lo. o es
20. D es
30. q es
io. r es
50. s es
fo. t es
To. u es

falsa

verdadera

falsa

verdadera

falsa,

verdadera

falsa

valores de verdad de cada una de las proposiciones anteriores son como se =
a continuacién.

Porque es la negacién de una proposicidn
verdadera

Porque es una disyuncién y sus dos compo
nentes son verdaderos -de hecho, bastaba
que una de éstas fuese verdadera para —-
que p también lo fuera.

Porque es una conjuncidn con wna de sus
componentes falsa

Es el mismo caso de p

Porque es una conjuncidén con una de sus
componentes falsa.

Ya que es una condicional cuyo anteceden
te y consecuente son verdaderos.

Ya que es una bicondicional cuyos compo—

nentes tienen valores de verdad diferen-
tes.

15



Los dibujos a continuacidn corresponden a dis

gramas de flujo para determinar 1sa
veracidad o falsedad de’ (1) una conjuncién, (2) wna disyuncién y (3) wna condicio-
nal.

1. Diagrama de flujo para calificar una conjuncién pag.

No
<p es verdadera 2 N
<& >
ls:'
No
Q es verdadera>——> p~rq es falsa
si |

PA~q es verdodera ;@

2. Diagrama de flujo para calificar una disyuneién p v g.

Gp es falsa?> No
|st
G q es falsa -~ >L pvq es verdadera
st |
pvg es falsa >@

16
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3. Diagrama de flujo para calificar una condicional p — g

EJERCICIOS:

<ap es verdadera

N
pd

Isi

Qq_ es verdadera >—S'—»

lNo

p—q es falsa

p—-+q es verdadera

!

>

Considera las proposiciones siguientes con los valores de verdad asignados.

p:
q:

a)

"Benito Judrez nacid un 21 de marzo"

"Benito Judrez nacid en Puebla"

(v)
(F)

Califica cada una de las siguientes proposiciones, anctando en el paréntesis,

el valor de verdad correspondiente

~q ( )
pvg ( )
pAgq { )
~pPy4a ( )

~qVp ( )
Q-—-rpr ( )
P—q ( )
9 — ~p ( )

Escribe en lenguaje comiin cada una de las proposiciones dadas. Cbserva el ejem

vlo.

Ejemplo:

9AP : "Benito JuSrez nacié en Puebla , un 21 de marzo"

17



Debido a que en matemética y en otras ciencias, el uso de las Proposiciones con’
dicionales reviste importancia, ya que muchas de sus afirmaciones son de este tipo,
centremos nuestra atencidn en proposiciones de la forma a —b

La proposieidn a —b se lee "si a, entonces b"

& Recibe el nombre de sntecedente o hipdtesis

b Recibe el nombre de consecuente, tesis, o conclusidn

Asi, tenemos que:
(1) En la condicional:
"Si hoy es viernes, entonces mafiana serd sébado”
= El antecedente o hipStesis es: "Hoy es viernes"

~ Bl consecuente, tesis o conclusidn es: "Mafiane seré s&bado".

(2) En 1la condicional:
"Si soy del Estado de México, entonces naci en Toluca"
— El antecedente o hipGtesis es: "Soy del Estado de México"

- El consecuente, tesis o conclusidn es: "Naef en Tolucs"

(3) En la condicional
"S$i 3 x 2 = 6, entonces la capital de Veracruz es Jalapa"
~ El antecedente o hipdtesis es: "3 x 2 = 6"

- El consecuente, tesis o conclusidn, es:
"La capital de Veracruz es Jalapa"

Puedes observar que, aim cuando las proposiciones de los incisos (1), (2) y -
(3) anteriores tienen la misma construccidn (ya gque tienen la forma a - b}, hay ai
ferencias en cada una de &stas.

Veamos:
(1) En la proposicién:

"81i hoy es viernes, entonces mafians seri sébado"
E1l consecuente "naturalmente” sigue del antecedente.

5 )
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PMTIE b0 1900t 13 1Y 14 13 48 [ 19 1R 1T W0 e 30 q1
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18



(2) En la proposicién:

"Si soy del Estado de México, entonces naci en Toluca'

Aun cuando el antecedente y el consecuente guardan cierta relacién de tipo
real, no se ve razdn suficiente para que siendo yo del Estado de México, tam
bién sea de Toluca, -

Por {ltimo, en la proposicién:

"Si 3 x 2 = 6, entonces la capital de Verscruz es Jalapa"
el antecedente y el consecuente no guardan relacién material de tipo alguno.

3X2=6

51 esta situacidn te parece extrafia es debido a que generalmente estamos fami—
liarizados con condicionales cuyo antecedente y consecuente se cree que son verda-
deros, no porque €sta sea la finica clase de condicional sino, més bien, porgue es
la gue frecuentemente estamos utilizando.

La divergencia en el uso de la frase "si .+, entonces ..." en el lenguaje ordi
nario y en la l8gica matemitica ha estado presente en largufsimas y apasionadas -
discusiones. Estas han conclufdo con la demanda a favor de una reforma de la 1égi-
ca con objeto de que el uso del condicional conduzca a un acercamiento entre la 15
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gica y el lenguaje.

Las siguientes observaciones son de extrema importancia, tdmalas en cuenta:

Para calificar cualquier proposicidn compuesta, lo
que importa es conocer:

- su forma

- los valores de verdad de cada uno de Sus compo—
nentes

- las reglas para calificarla.

EJERCICIC:

Con las proposiciones r: "El aute puede caminar" ¥
st "El suto tiene gasolina"

a) Escribe en lenguaje comln cada una de las siguientes condicionales

r — s

— .~

b) Suponiendo que la proposicidn ~ es verdadera y la proposicién s es falsa,
califica cada una de las siguientes proposiciones, anotandc V o F en el parén-
tesis correspondiente.

20



LA CONDICIONAL Y SU RECTPROCA

Dada una condicional a~b, su reciproca es la proposicién b-a

Ejemplos:

1) La reciproca de:

s "si hoy es viernes, entonces mafiana serd sabado"

"si hoy es sébado, entonces mafiana, serad viernes"

2) La reciproca de:
"si naci en Toluca, entonces soy del Estado de
México"
es
"si soy del Estadc de México, entonces naci en
Toluca"

3) La reciproca de:
"si hoy es lunes, entonces iré a clases"

es ..
"si iré a clases, entonces hoy es lunes™

Los ejemplos anteriores muestran que en general, una condicional y su reciproca
son diferentes. Veamos:

- en el ejemplo (2)

Es claro que si nac{ en Toluca, soy del Estado de México
pero si soy del Estado de México, no necesariamente naci en Toluca
(pude haber nacido en Ixtapan del Oro, por ejemplo)

Una advertencia:

No debemos confundir una condicional con su reciproea.

LA BICONDICIONAL

Previamente seflalamos que una bicondicional es uns proposicién compuesta de la
forma, & <+ b, la cual se lee "a si, y solo si, b".

Esta proposicidn es la conjuncién de una condicional ¥y su reciproca

a<«<Db=(a—=b)A(b—aq)

Para calificarla, s8lo requerimos saber que es verdadera en el caso en que sus
componentes tengan los mismos valores de verdad.

21



a-—»>b

a b a—b b—-a |[@a—b) A (b—a)
v v v v v
v F F v F
F v v F F
F F v v v

La tabla anterior se resume en una tabla que ya conoces:

a b |a—b
v v v
v F F
F v F
F F v

Ejemplos de bicondicionales son:

1) "Hoy es lunes si, y s6lo si, mafiana es martes"
2) Y12 es par si, y sblo si, 12 es divisible entre 2:
3) " 3»2 si, y sélo si, MExico estd en Amdrics"

De igual manera que indicamos para una condicional, se hace pars una bicondicio-
nal,

Una bicondicional es una proposicidn compuesta formada por proposiciones que pue
den tener, o no, algumna relacién de tipo material. Por ejemplo:

- Bn la bicondicicnal (1), las proposiciones: "Hoy es lunes" v "Mafiana es martes"
guardan cierta relacidn de tipo material. Sin embargo, en la bicondicional (3)
las proposiciones : " 332" y "México estd en AmSrica" no guarden relacién
material de tipo alguno.

También, debemos recordar que:

Para calificar una bicondicional sélo ge requiere conocer
los valores de verdad de sus componentes, as?{ como las re
glag para calificaria.

-

Asi:

a) La bicondicional:
"3 2 si, y sblo si, México estd en América"

es verdadera porque sus componentes tienen los mismos valores de verdad, ambas
son proposiciones verdaderas.

22



b) La bicondicional:

"3>2 siysélosi 3310
es Talsa porque:

"3>2" es verdadera pero

"3>10" es falsa

EJERCICIO

Para contestar los incisos (1) a (3) considera:
"Marzo es un mes con 31 dfas"
b: "1l2~Lk=g"
"E1l cloro es un elemento quimico™

d: "E1 lo. de mayo se celebra el dfa del nifio "

1. Califica cada una de las proposiciones anteriores, anctando en el paréntesis
correspondiente V ¢ T.

a:
b:

[T o]

.
e ey e
R . I W

2. De acuerdo a los valores de sus componentes califica cada una de las siguientes

bicondiecionales. Utiliza las respuestas del inciso anterior.

a <> b ( ) c+> 4 ( )
a +> ¢ ( ) b <> ¢ ( )
d « b ( ) d<+«> a ( )

3. Escribe en lenguaje com@n cada una de las siguientes bicondicionales. Observa
el ejemplo:

Ejemplo:

a «> b "Marzo es un mes con 31 dfas si,y sélo si, 12 - h = 6 "

23



FROPOSICIONES EQUIVALENTES.

De importencia particular son las proposiciones p y g tales que p>q ¥y gp -—

son ambas verdaderas. Cuasndo se tiene este casoc, se escribe re*q que se lee "

y 88lo si, q". En este caso se dice que las proposiciones son equivalentes 15
mente.,

Por lo que:

1) Dos proposiciones falsas son equivalentes 16gicamente

2) Dos proposiciones verdaderas son equivalentes ldgicamente

Ejemplos:

1. a: "o 4+p=0g es falssa

b: "5 10" también eg falga

las proposicicnes a~b ¥ bwa son verdaderas, (o sea que, a+*b es verdadera)

Por 1o tanto:

Decimos que a v b son equivalentes 16gicamente

2. c: "o o= es verdaders

d: "3x2=¢" también es verdsders

las proposiciones cd y d+c son verdaderas, (o sea que,c++d es verdadera)

Per 1o tanto:

Decimos que ¢ y d son equivalentes 18gicamente

Una forma préctica para probar si dos proposieciones son equivalentes o no, 18gi-
camente, consiste en la elsaboracién de las tablas de verdad de las proposiciones, Si
al comparar estas tablas, los valores resultan idénticos, entonees, las proposicio-

nes son equivaientes 16gicamente.
Ejemplo:

4 Las proposiciones p —4,~pwv 4 son equivalentes?
Veamos:

1. Construimos ias tablas de P—cy de —pvg

P | a4 |p—q P | 94 |{~p PVQ
v Vv v v v F v
v F F v F F F
F v v F v v v
F F v F F v v

Al comparar, vemos que 1os valores de p*a ¥y Ap v g son idénticos.
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De hecho, podemos comparar las tablas con mayor facilidad si las escribimos juntas.
Veamos.

~p | P—~q|~pyg

M M| < | <O
M |< | M| < |0

F
F
v
v

En las Gltimas columnas, se ve claramente que las tablas de P*q ¥y "vp Vg, -—

coinciden; es decir, sus valores son idénticos.

EJERCICIOS:

a)

b)

1)

2)

Probar que cada pareja de proposiciones son equivalentes l&gicamente.

1. “(p A a) ¥ “pow Vg
2. “(p v a) y oA g
3. P v a ¥ 4 v p
L. PAQ Ng ¢ A D
2. P —+q y Vg o+ v D
Verifica que las siguientes proposiciones nc son eguivalentes 18gicamente,
1. P—q ¥ q —+ p
2. P Va Y 49 A P
3. ~(p A q) ¥ vp ANV
4. "V pWVg y e v g

En el ejercicio (1), inciso (a) se dice gue las proposiciones
~(p AN Q) y ~p V~a son equivalentes l8gicamente. A continuacidn te presenta
mos dos ejemplos con objeto de aclarar este punto.
Supongamos gque :
Manue] miente al decir: "Tengo 16 afios y voy en secundaria"

Por lo que:
"0 Manuel no tienen 16 afios o Manuel no va & la secundaria'

Supongamos que no es cierto que:
"Ayer te busqué y me encontré a Rosa"
Entonces:

"0 no es cierto que te busqué o no es cierto que encontré a Rosa'
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En 18gica, el estudio de las proposiciones equivalentes es de impor~
taneia; ya que frecuentemente, se simplifican razonamientos al susti
tuir una proposicidn Por su equivalente,

EJERCICIO:

Las siguientes proposiciones son falsas:

a: "12>15 oy 15 »10 ™
o: " La solucién de la ecuacidn X+3 =10, 0es 58 es g "
¢: "El préximo presidente serd Joven y de 45 afias "

De cada una de 1lag Proposiciones anteriores, obtén Proposiciones verdaderss.
Observa el ejemplo.

Ejemplo:

lo. Como es falso que " 12 >> ¥ 15 ¢ 10 ", entonces su negacién debers ser
verdadera, asi

A partir de pProposiciones equivalentes {proposicicnes cuyas tablas de veprdagd

coinciden), podemos obtener bicondicionales Cuyos valores sean verdaderos en todos
los casos.

Por ejemplo:

pP+qg v vp Vg son equivalentes porque sus tablas de verdad
coinciden.

P | Q9 [p—-gq ~P PVQ
v v v F v
v F F F F
F A" v v v
F F v v v

*—COINCIDEN ——*
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Completemos la siguiente tabla:

P | & [P~al~pva] P—q — ~pvqg

v v | A v v
v F [ F F v
F v v Y Y /
F Foisw v

En la tabla anterior, podemos observar que todos leos valores de verdad de
(p+q) > ( ~p v q) son verdaderos. Decimos que esta proposicidn es wna tautologia.

In general:

Una tautologia es una proposicidn verdaders
para cualquiera de sus casos.

Otro ejemplo:

Verifiquemos que:

5i a ¥ B son proposiciones 1&8gicas, entonces aab <> baa ez una tautologia.
a b aAb {bAa | aADb «— bAaG
v | v v v SV
v F F F fovo
F v F F 1 Vv ‘,-"
F F F F NV

En la tabla anterior, podemos observar que todos los valores de verdad de 1a Pro-—-
posicién aab <> baa son verdaderos. Por lo tanto, esta proposicién es wuna tautolo
-
gia.

EJERCICIO

Utiliza tablas de verdad para determinar cudles de las siguientes proposiciones
son tautologias.

a) PAQ>D

b) p~>(pval

) wp>qg)<+(v A ng)
a) vpag) «{vp v Aq)

{pad) —{p v q)
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LA IMPLICACICN, UNA RELACION EN FL CONJUNTO DE FROPOSICIONES

En tus cursos anteriores, estudiagte algunos ejemplos de Operaciones y de rela——
ciones. Veamos:

1. En los nfmercs naturales (N = {0,1,2,...1})
estudiaste entre otras cosas, que:

a) La adicidn ¥ la multiplicacién son operaciones:
3+2=5 , B8xL=3

es decir: de 3 v 2 obtenemos 5, 3+ 2 =

5
de 8 y L obtenemos 32; 8 x bk = 3

1]

b} "Menor que" es wuna relacidn y se representa con el simbolo <
b <10 g < 100

es decir: dados 4 y 10; podemos eseribir L <10
dadcs 9 y 100; podemos escribir © <100

2. Fn los nimeros racicnales

Q={x]x= 2 oo ay b enteros vy b # 0}
b

a) La adicidn ¥ la multiplicacidén son operaciones:

1 L. 3 2 Lo 2
N T
Bs deeir: ge 1 y 1 obtenemos 3 1l ., 1 _ 3
2 N L 2 LT g
de 2 ¥y 1 obtenemos 2 2 % L _ 2
3 5 15 3 5 15
b) "oy ow es8 una relacidn de orden
0. 3 3 L]
e 7 g 3 >
Es decir: dados 10 ¥y 3 , podemos eseribir 17 3
2 b 2 L
dados 4y 5 | podemos eseribir o3
3 4 37

Come podris ver:

a) En las operaciones, a partir de dos elementos de un conjunto se obtie
ne otro.

b} Con las relaciones, podemos decir si dos elementos de wn conjunto es—
tédn, o no, relacionados.
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Ilustremos esto {iltimo utilizande un esquema:

T

I i
EJERCTCTOS:
a) FEscribe dos operaciones en los entercs
b) Escribe dos relaciches en los enteros
¢) Escribe dos operaciones en el conjuntc de proposiciones

Recuerda: Con una cperacidn en un conjuntc, a partir de dos de sus
elementos, obtenemos otro.

UNA RELACICN EN EL CONJUNTC DE PROPOSTCIONES:

Con objeto de desarrollar este tena, gue es de gran importancia en la ldgica de-
ductiva, consideremos los stguientes gjemplos;:

Ejemplo 1.

& Qué podemos concluir de los siguientes enunciados?

Z "

" 51 llueve, entonces me mojaré

t "

Llueve
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Ejemplo 2

- -
4 QU pode i 1 gui
& g. pedemos concluir dge lo siguiente ¢
} apruebo e} CUrso, entoncesg pasaré
, Wis vacaciones tranguile "
Apruebo el curge

Ejemplo 3,

¢ Qué podemos concluir de 1o siguientel

n > :
31 Anita ge casa, entonces comprarg
casa "

" Anita se casa "

Probablemente, estés de acuerdo en que:

2. In el ejemplo (1), la conclusidn es: Mue mojaré"
b. En el ejemplo (2), la conclusidn es: "Apruebo el curso "
€. In el ejemplo (3), la conclusidn es: "Anita comprars cass "

Alpunas observacicnes que podemos hacer acerca de los tres ejemplos anteriores
s0n:

lo. Cads uno tiene la forma:
a—b

a,

Z2o. En cada uno, suponemos que las proposiciones:
a->b Y a son verdaderas

3o0. Tembién, en cada ejemplo, concluimos que b eg cierto.

Es decir, deducimos b.
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Resumiendo:

Si a=>b N4

Se concluye (o deduce), b

n "

Se dice que: " b se deduce de a" o a implica B" ¥

simbdlicamente, se representa por:

a =>b
Dos advertencias:
1) a =b es una relacidn entre proposiciones
2) a b no es una proposicidn
EJERCICIOS:

Para cada pareja de proposiciones, cbtén wna conclusidn.

a)

e}

a)

" 81 tengo 18 afios, entonces soy mayor de edad "

n

n

"

T

"

Tengo 18 afios "

Conclusidn:
51 x + 11 = - 8, entonces, x es negativo "
x+11=-8"

Coneclusidn:

Si no llueve, entonces se perderd la cosecha

No 1lueve "

81 wn nimero a es milltiplo de 5, entonces a termina en O

g es miltiplo de 5 "

il

Conelusién:

Conclusidn:

"
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e) " siel triéngulo ABC es rectngulo, entonces tiene dos &ngulos complementa-
» 1
rios

n

El tri@ngulo ABC es rectingulo "

Conclusién:

CONJUNTCS A PARTIR DE PROPOSICTONES.

En la primera unidad del segundo curso de matemiticas estudiamos que:
A partir de un conjunto universo, U, Yy una proposicidn sbierts a se obtienen:

1) Un conjunto de elementos de U que satisfacen a la preposicidn a, 1lamémosle
conjunto A.

[AM]

Un conjunto de elementos de U que no satisfacen a 1g proposicidn a. Este con-
junto recibe el nombre de complemento de A, ¥ se denots por AS

Si utilizames diagramas de Venn para representar 1o que acabamos de decir, tene-
mos:

U
Ac

Un ejemplo:

Si U = {O: 19 2: 33 hs 5: 63 T! 8}

¥ a= " x es un nimerc que divide a g
Entonces:

A = {132,h98} Ni AC = {033,5:657}

A es el conjunto solucidn de la proposicién a.

A® es el complemento del conjunto A.
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De:
u \ Obtenemos :
A= {l,2,h,8}
o) | 2 3 y
Ac = 03 3 63
4 5 6 - 8 {0,3,5,6,7}
f A es el conjunto solucidn de a.
A® es el complemento de A,
" . 1] 4
a= "X es un divisor de 8
EJERCICIO:

Dado el conjunto U {0,5,10,15,20,25,30,35,40} ¥ las proposiciones:

c = " xes un miiltiplo de 10 "

a
il

" ¥ es una potencia de 5 "
Encuentra:
a) El conjunto solucidn de la proposicidn e.
El conjunto solucién de la proposicién d.

b) Los complementos de los conjuntos del ineiso anterior

c) Representa por separado y en diagramas de Venn a cada conjunto con su comple
mento.

Definicién:
Dado un universo, U, el complemento de un conjunto A (contenido
en U) estd formado por los elementos de U que no pertenecen a A.

En forma simb8lica:

&° = {xeU | x ¢al

Regresando al problema original, tenemos, en disgramas de Venn, gque:

U

5 6

AI:

El complemento de A estd formado por elementos de U que no pertenecen a A. En
el diagrama, el complemento de A aparece sin sombra.
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Otros diagramas para un conjunto y su complemento:

IMPARES

{(b)

En el diagrama (a):

- El1 conjunto B esti formado por los elementos de U que son mayores o iguales
que 63 es decir:

B=1{x ¢ U Xx 2 6}

- El complemento de B esti formado por los elementos de U que no pertenecen a B;
es decir:

B ={xeU| x § B} = {0,1,2,3,4,5}
—

c ‘
Los elementos de B“son menores que 6,

En el diagrama (b):

- El universo es el conjunto de los niimeros naturales.
- El conjunto sombreado estid formado por los nilmeros naturales que son pares;
el complemento de este conjunto estd formsdo por los numeros impares.

En forma anfloga, en tu curso anterior, estudismos la wnidn ¥ la interseccidn de
conjuntos a través de proposiciones, diciendo que:

Dado un conjunto universo, U, y dos proposiciones abiertas p y «q cuyos conjun
tos solucién son P y Q, respectivamente,

1) P U g es el conjunto solucién de la propesicidn p v q.

2) P N Q es el conjunto solucién de la proposicién p A q.

Un ejemplo:

81U = {0,1,2,3,4,5,6,7} ¥
" x es un nfimero mayor que 2 "

" x es un nilmero menor que 5 "

a
b

Entonces:

1. El conjunto solucidn de a es: A= 1{3,}
2. El conjunto solucidén de b es: B = {0,1

34



En diagrammss de Venn:

| 7
2 3
5 6
a: " x es un nfimerc mayor que 2 " U
Conjunto solucidn A = {3,4,5,6,7)
U
b: " x es uwn nimero menor que 5 "
Conjunto solueién B = {0,1,2,3,4,}
avb : " x es un nlmerc mayor que 2 &
menor que 5 "
Conjunto solucidn: A U B = {0,1,3,4,5,6,7}
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aab: " xes un nimero nayor que 2
¥y menor que 5 "

Conjunto solucién: A NB = (3,4}

En general:

S1 A y B son los conjuntos solucidn {o conjuntos de verdad) de las proposicicnes
abiertas a y B; entonces:

es el conjunto solucidn de 1s disyuncién a vb.

A U B
A N B es el conjunto solueidn de 1a conjuncién a A b.

1)
2)
EJERCICIOS:

{ “ P
Dado U .= 1a,e,1,o,u} Y las proposicicnes

a: " x es una vocal de 1a palabra México "

b: " y es wna vocal de la palabra terrfcola "
c: " z es una vocal de la palabra Toluca "

1) ZEncuentra el conjunto solucién de las proposiciones a,b y ¢ y denétalos por A,
By C, respectivamente

2) Utiliza (por separado), diagramas de Venn para representar a A, B, y C
3) Encuentra el conjunto solucidn de:

avhb bwvd
anb b Aad

4)  Representa en diagramas de Venn a cada uno de los conjuntos del punto anterior
5) Determina:

AURB BuUupD
ANE BND

6) Compara los conjuntos de los inecises (3) y (5) y completa lo siguiente:

El conjunto soluecién de aVv b eg:

El conjunto solucién de a A b es:

El conjunto solucidén de bwv d es:

El conjunto solucién de b A d es:
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L4 CONDICIONAL Y 108 SUBCONJUNTOS.

También, para una condicional a+b podemos Obtener un conjunto. Para ilustrar es—
to, veamos &1 siguiente ejemplo:

Supongamos que: U= {a,e,i,o,u}
¥ que p: " x es una voecal ge la palabra México "
a: " X es una vocal de 1s palabra Tolucsg "

¢ Cudl es el conjunto solucidn de p+q?

Para responder ests Pregunta, lo que se requiere es encontrar aquellos elementos
de U que hacen verdadera 1a proposiecifn

" 8i x es una vocal de 1a palabra México, entonces
X s una vocal de la palabra Toluca "

Aclaremos este punto:

Para hacerlo, sustituyamos cada elemento de U en la proposicién P r qy elijamos
aquellas que la convierten en uwna proposicién verdaders.
1} Con a:

4 €5 una vocal de la palsbra México, entoneces a es una vocal de la palabra
Toluca ".

En esta proposicién: 1 antecedente es falso ¥ el consecuente verdaderg;
por lo tanto; la condicional cbtenida es verdaders.

Asi: a es mn elemento del conjunto solucién de a » b.

2) Con e:
" 81 e es una voecal de la palabra México, entonces e es wna vocal de 1a palabra
Toluca "
Esta proposicidn es falsa ya que el antecedente es verdadero ¥ el consecuente fal
50.
Por lo tanto: € 70 es wn elemento del conjunto solucidn de a->1b.

Podemos continuar con este procedimiente pars obtener el conjunto solucién
de p+q:
{a, o, u}

Con diagramas de Venn:

Conjunto Solucidn
de p - g
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En este caso, el conjunto solucidén de 1a proposicién p+q coincide con el conjunto
solucién de la proposicidn q.

Dos ohservaciones:

lo. Dos elementos de P, n¢ satisfacen ls condicional, porque no estin en Q
Estos elementos son: e, 1.

20. P no esti contenido en Q. (ver diagrama en hoJjs anterior)

Otro ejemplo:

$1 U ={a, e, i, o, u}
Yy r: = " x es una vocal de la palabra bondad "
8: = " x es una vocal de la palabra diaric "
El conjunto solucién de r es: R = {a, o}
El conjunto solucién de s es: S = {a, 1, o}

El conjunto solucidn de r+s es:
fa, e, i, 0, u} =1vu
Es decir, coincide con U
Dos observaciocnes:
lo. Todos los elementos de U (y en particular los ge R} hacen verdadera la

condicional
20. R estd contenido en &8

En general:

51 en un conjunto universo, U, las proposiciones abiertas p y g tienen respecti-
vamente como conjuntos solucién (o conjunto de verdad) a los conjuntos P Yy Q, enton--
ces, todos los elementos de U (y ern particular los de R} hacen verdadera la condicic-

nal v*q siempre y cuando P c @,

Abreviamos esto diciendo que:

a>b es verdadera para todos log elementos de U si,y solo 8i,Ae B. Ay B
son los conjuntos de verdad de a Y b respectivamente.
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Recuerda que:

lo. La unidn y la interseccidn son Operaciones entre conjuntos
La disyuncién y la interseccidn son operaciones entre proposiciones

20. La contencién es una relacién entre conjuntos
La condicional no es una relacidn entre Proposiciones

EJERCTCTOS:

a)

si U = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} ¥ las proposiciones abiertas

"

m: X es wn nimero primo

n: " x es un nimero par mayor que 3 "

o: " x es un nimero mayor que 1 "

p: " x es w1 miltiplo de 3 mayor que 2 ."

Completa lo siguiente como en el ejemplo:

Ejemplo:
El conjunto solucién de m es: M= {2,5,7}
El conjunto solucidn de n es: N s 2 s }
El conjunto solucidn de o es: 0=14, , ., ,,.,,.}
El conjunto solucién de p es: r=1{ , 2}

Representa, en diagramas de Venn, (y por separado) tus respuestas al inciso an—
terior.

Ejemplo:
U 3 U
| 4q
0] 9
6 10
8
u U
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¢) Para cada una de las afirmaciones anteriores, anota en el paréntesis correspon-—
diente Falso o Verdadero segln sea el caso:

Ejemplo:

a) Utiliza un diagrama de Vemn

M

so anterior.

c 0 Verdadero

Ejemplo:

e) Para cada una de las siguientes condicion
verdadera " o

caso

Ejemplo:

m ~+0Q

para representar cada pareja de conjuntos del ineji-

U

ales, escribe sobre la lfnea " es

no es verdadera " para todos los elementos de U; segfin zea el

5i es verdadera

(cada elemento de U la satisface)
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LA BICONDICIONAL Y LA IGUALDAD ENTRE CONJUNTOS.

En secciones previas, dijimos que wna bicondicicnal es ung proposicidn de la for
ma a +* b y que ésta corresponde a: (a=b)a(b+a). Es decir, es una conjuncidn en—
tre una condicional y sy reciproca.

De hecho, una bicondicional a «— b serd verdadera si a-b ¥y b-a, son verdaderas,

En conjuntos:

Una proposicidn a <+ b es verdadera para todos los
elementos de U si, v s8lo si,Ae ByBoeA AyB
son conjuntos de verdad de las proposiciones s y b,

En forma mi3s breve:

a +> b es verdadera para todos los elementos de U
siempre y cuando A = B, ’

Ay B son los conjuntos de verdad de las proposi-
ciones a y b.

Aclaremos este asunto utilizando tres ejemplos:
Ejemplo 1:

Consideremos al conjunto universo U = {5, 10, 27, 31, 33, b2, 45, 56} v a 1las pro

rosiciones sbiertas.

" x es un miltiplo de 3 "

b: " x es un nimeroc cuya suma de cifras es un miiltinlo de 3
El conjunto solucifn de 1a proposicién a es:

A = {27, 33, k2, L5}
El conjunto solucién de la proposicidn b es:
B = {27, 33, L2, L5}

Podemos observar que 4 = B

U U
A B
Cada elemento de A es un mfll- Cada elemento de % es un nimero cuya suma
tipio de 3 de cifras da un miltiplo de 3.
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Porgue: Por ejemplo:

Nimero Suma de cifras
2T =3x 9 27 2+ 7=9=3x3
33 =3 x 11 33 3+3=6=2z%x3
ho = 3 x 1k Lo h 4+ 2=6=2x3
bs = 3 x 15 45 L+s5=9=73%3

¢ Cudl seré el conjunto solucidn de la proposicién a <> b 7

Para responder, pensemos en los elementos de U que hacen verdadera la proposi—
cidn.
" x es un milltiplo de 3 si, ¥y solo si, x es un nimero cuya suma de cifras
es un miltiplo de 3 "

81 escribimos en forma més compacta, tenemos:

XeA— xeB

Sustituyamos a cada elemento de U en esta proposicibn, califiquemos la proposi--
cifén obtenida.

(1) o €A+ 5e B (v)
(2) 10e A<>10¢ B {v)
(3) 27 e A<+27¢ B (v)
(L} 3}WeA«>31e B (v)
{(5) 33e A++>33cec B (v)
(6) L2 e a<+rbkpe B (v)
(T) 45 e A<++45¢ B (v)
(8) 56ehasw56c B (V)

Las proposiciones (1), (2), {4) y (8) son verdaderass porque el antecedente ¥ con-
secuente respectivos, son falsos.

Las proposiciones (3), (5) y (7) son verdaderas porque el antecedente y consecuen
te son ambos verdaderos.

De hecho, todes los elemerntos de U satisfacen la proposicién a =+ b

Ejemplo 2.

5i U= {a,e,0, 1, t, m} y las proposiciones:
1

p: X es una letra de la palabra elote "

q: " x es una letra de la palabra Otelo "

El conjunto solucidn de la proposicién p<«+q es U {cada elemento de U hace verda
dera & la proposicidn p <> q)

" x es una letra de la palabra elote si, y solo si, x es una letra de la palabra

Otelo "
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a m P y Q coinciden:
es decir: P = §

Observa que:
lo. E1 conjunto solucién de p es: {e, 1, a, t}
El conjunto solucién de q es: {o, t, e,l}
2o. a satisface la proposicién P>q porque al sustituir, en esta, se tiene:

" a es una letra de la palabra elote <u a es una letra de la palabra Qtelo "

Y tanto el antecedente como el consecuente son falsos.
Ejemplo 3:
si U=1{1, 2, 3, k, 5, 6}

¥ las proposiciones abiertas

m Hx>3 n M
n nx<5 " N

{4, 5, 6}
{1! 29 3: h}

4Cu8l es el conjunto solucién de la proposicién m «» n?

Observemos el siguiente diagrama:

Hay elementos de M que no pertenecen a N: son 5 y 6.
Hay elementos de N que no pertenecen a M: son 1, 2y 3.
Por lo tanto:

Los conjuntos M y N son diferentes: es decir: M < N
El {nico elemento de U que hace verdadera la proposiciin m+» n es 4
i Los demds elementos no la hacen verdadera !

6EeM pero 6 ¢ N 1 e Npero 1 ¢ N
>eM pero 5 €N .. . ete.
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EJERCICIO

1)

2)

Considera U = {letras del alfabeto} ¥ las proposiciones

d: " x es una letra de 1a palabra PELOTA "
e: " x es una letra de la palsbra PELO "
f: " x es una letra ge la palabra PETALO "
g " x es una letra de la palabra TAPELO "
h: " x es una letra ge la palabra LOPE "

Pars cada una de las siguientes proposiciones indica si su conjunto de verdad eg
U o no.

Ejemplos:
d—e No tiene por conjunto de verdad g U

€ +ah gs tiene por conjunto de verdad a U

e —s I

ng

e «—d

d «—e T

g —sd

ng

8i D, E, F, G ¥ H son respectivamente los conjuntos solucién, o conjuntos de -
verdad, de las proposiciones: d, e, ¥, g v h. Completa lo siguiente:

Ejemplo:

ip, e, 1, o, t, a}

2 3 L]

W

I n
e e e

* k] Yy 3 ,}

moEEeY

k] > > > ’}
}

* » ] 3 E

Completa los siguientes diagramas de Venn Yy escribe en lenguaje comfin 1o corres
pondiente a las proposiciones,

u X m b ¢ w d
Ejemplo: | " N £ oy d+ e no tiene por conjunto de
‘verdad a U
J a g h
¢ v r z
n s q D 4 E




-

e+

R o

d

-
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g=+ a4
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LOS MATEMATICOS NO ESTUDIAN LOS --
OBJETOS, SINO LAS RELACIONES ENTRE
LOS OBJETOS; POR TANTO, LES ES IN-
DIFERENTE REEMPLAZAR ESTOS OBJETOS
POR OTROS, CON TAL QUE NO CAMBIEN
LAS RELACIONES, LA MATERIA NO LES
IMPORTA, SOLO LES INTERESA LA EOR-

HENRI POINCARE,
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IN TR GCDUGCGCTCTI OON

Trifingulo de Chu Shih-
Chieh aparecido en 1303
besteriormente recibe -
el nombre de "Triédngulc
de Pascal.

Sumergidos en el deseo de representar un nimero por medio de uns longituwd, y -
carentes de notacidn algebraica adecuada, los griegos idearcn ingeniosos procesos
geométricos pars representar operaciones algebraicas. Muchas de estas ideas se en
cueniran dispersas en los libros de los "Elementos" de Fuclides, aparecen proposi
ciones, las cuales en realidad son identidades algebraicas eXpresadas geonétrica-
mente.

(a+b)? = a2+2ap+n2

£l conocimiento de identidades como la mencicnada arriba nos facilitan los pro
cesos algebraicos gue de otro modo serfsa muy laboricso desarrcllarlos. En la
presente unidad, recordaremos algunos conceptos y operacicnes algebraicas, asi co-
mo la propiedad distributiva en los nfimercs racionales.,

Estudiaremos,detenidamente}los broductos de ciertos binomios ¥ la factorizacidn
de polinomios) para ellc, usaremos conceptos aprendidos en cursos anteriores.

51 al finalizar esta unidad somos capaces de encontrar los factores de un poli

nomio, habremos facilitado el procesc para encontrar las soluciones de una ecua-
cidn cuadrética (temsa principal de la unidad III).
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OBJETIVOS PARTICULARFES:

Aplicard los productos notables (cuadrade de un binomio, binomiocs ?OHJE
< . R . - a - - -~ -
gados ¥ binomios con un términec comiin) en la multiplicacidn ds polino

mios.

Factorizara polinomios que tengan factor comin.

Factorizari los productos notables estudiados de las formas:
a® +2ab + 1% 5 a% ~b? y x? + bx + o

OBJETIVOS ESPECIFICOS:

Obtendrs un trinomio cuadrado perfecto, al caleular el cuadrado de un —
binomio.

Obtendrid la diferencia de cuadrados, al multiplicar bincmios conjugados.

Cbtendr& un trinomic de la Fforma x2 + bx + ¢, al multiplicar bincmics —
con wn término comfn.

Aplicard la propiedad distributive en la factorizacidn de polinomios da
dos.

Factorizard polinomios que tengarn un factor comin.
Facteorizard un trinomioc cuadrado perfecto.
Factorizarf la diferencia de cuadrados.

Factorizard expresiones ue la Fforma: x2 + bx +c.
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OPERACIONES CON POLINOMICS

En El Curss anterior de Matemfiicas estudiamos expresiones de la forma:
8x" dende @& es un nfimero que nombramos coefliciente, y n  un entero positi
Vo,1llamado grado de dicho moneomioc. Ejemplo de ellos son:

2 311 3
S5x |-3b" [ C [075d | q

Coeficiente 5 [ -3 --;- 075 | 1
c

Variable X b d a

Grado 2 3 1 ‘ 3 3

Observa que el exporente n, en los casos anteriores,es un entero positivo ¥y -
que los coeficientes son nlmeros racionales.

Las variables representan cualquier nfimerc racional.

Tamblén, estudiaste exXrresicnes de otro tipo, como:

a) 3x%+bx+s b) Lx+s c) 3x-1
{Que se cobtienen gl Sumar o restar monomios de grade diferente.

EL polinomio del ineiso (a) estd formado por 3 moncmios y es un ejemplo de tri-
nomio.

Los polinomics de los ineisos (b) v () estédn formados por 2 monomios ¥ scn - -
ejemplos de Pelinomios, 1lamados binomios.

MULTIPLICACION DE MONOMIOS

51 multiplicames dos menomios el resultado es un mo 0 n
nomio: (ax ) (bx") = abx

Para ejemplificar, miltipliguemos (5x*) por (6x%);

Por ascciatividad de la multiplicacidn. (5x%" ) (6x3)=
Por conmutatividad de 1a multiplicacidn. =
Por asociatividad de 1a multiplicacidn. =[
Producto de (§) (5)

Por asociatividad de 1a multiplicacién,
Productc ge botercias de la misma base. =

Veamos,geométricamente,cémo se veria el rroducto de
3a por Pa: a a a
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E1 recténgulo de 1a derecha tiene 3a de largo y 2a
de zncho.

Su &rea es el producto (3a) (2a) que puede verze -
en la figura igual a 6a%, es decir: (3a) (ra) = ga2

a a
b ab ab

b ab ab

4COmc se veris el producto de 2a y 2b?

(2a) (2b) = Lap

Observa que en 1a rrimers figursa obtenemos cuadrados (multiplicamos variables -
ror si mismas) ¥Ysen la siguiente Tigura, obtenemos rectéingulos (multiplicamos varia
bles diferentes).

ACTIVIDAD 1.

JUEGO: GATO

Namero de jugsdores: 2
Material: un tablero, dos fichas y marcadores.
Mecénica del juesgo:

1. 8e juega por turnos.

2. Bl jugador A cubre, con las dos fichas, uno o dos casilleros de la hilera de los
factores.

3. Multiplica los monomios escogldos y coloca un marcador, en el casiliero del ta-
blero en que se encuentre el producto de dichos monomios.

L, Corresponde el turnc al Jugador B, &zte solo puede mover una ficha de las dos -
que se encuentran en la hilers de los factores y colocarla en otro casillero. ©
s¢ pueden colocar las dos fichas en el misme factor.

5. El jugador B podrd colocar Su marcador en el respectivo casillero, s8lo si &ste
no tiene ya un marcador.

Serf el ganador aguel jugador que szesa capaz de cclocar tres de sus marcadoresg,
ya sea en formg horizontal, vertical o diagonal.

FACTCRES TABLERO

n® [3n 8n2]4n, n | n®
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MULTIPLICACION DE POLINOMIOS

Ahora, multipliquemos polinomios de diferentes +i-

pos.

| 2 |4x

l) Encontremog el rroducto del monomio 2x v el bino- 2
mio (4x+2) 2x | 4x {8x

2;4%5;\:\2) = 8x* + lLx

2
2) Multipliquemos (3a? + a) por (2) + |30 a
3a2 + g 2 |6a®| 2a
X 2
fa ° + 2a

3) Efectuemos el producto de (2m? + m? - 3m) por {hm).
-] 2

* -

o 2n| m? |-3m

i
BT 4m 8m*{4m’|-12mP

En los ejercicios anteriores, ilustramos la multiplicacidn con una tabla de do-
ble entrada.

Observemos que cada uno de los términcs de un pelinomic se multiplica por cada
unco de los términocs del otro polinomio. Este procedimientc se debe a 1a propledead
distributiva de la multiplicacifn con respecto a la suma; en sTmbolos,la exXpresa-
riames como:

81 a,b y ¢ & @ , &lbte) = ab + ac

Estos son otros ejemplos de multiplicacidn de polinomics:

Ejemplo 1.

2(3a%) + 2{a)
6aZ + 2a

2@63 )

Ejemple 2.

(2 P 3 k(2 J+hm(n®) + b (—3m)

=Bm* + 4m® - 1om?
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Ejemplo 3.

Caliil__infs (3y + 2) por {5y + 10) . 15y]10
(3y+2) (5y+10) = (3y+2) (5y) + (3y + 2) (10) 2
T = (Gy) () + 2050 (3y)(10)+(2)(10) 3y |15y’| 30y
= 15y% + 10y + 30y + 20
= 15y2 + Loy + 20 2 ‘]Oy 20
Ejemplo ),
Calculemos (hw? + 3w + 1) por (2w + 3)
(-'-Lw2+3w+l)(2w+3) = (hw2’+3w+l)(2w)+()4w2+3w+l) (3)
= (b Y{(ow) + (3w)(ov) + (1)(2w) + o 4W? | 3w | 1
(MW§)(3) * (3w)(3) + 51)(3)
= 8w’ + 6wl + oy + 1ow + Qw + 3 s z
= 8w® + 18w? + 11w + 2 2w Bw" 6w 2w
3 12w | 9w | 3
Ejemplo ¢,
(2% b) (o a) = a((c?d) + b.(\/c_?\d)
S = ac + ad + be + bd. Q b
a+ b C ac be
c +4d
ad + bd
ac + be d ad bd
ac + be+ad+ bd
EJERCICIOS
a) Utilizando lag propiedades de la mul b) Escribe,en la siguiente table de do-
tiplicacidn y de la suma de monomios, ble entrada,los monomios que faltan.
encuentra los siguientes productos - 2
de pelincmios. * (93X 2x | 1
x (gxz + 1) =
(3x” + 2)(5%x° - §) = x | 5x®
(4 - 6x)(3x® + 2x - 5) =
4 8x
¢} Multiplica los siguientes polinomics {x + L)(5x + 2% + 1)
¥ representa la multiplicacidn con -
una tabla de doble entrads. j
(a +v) (a + b) ¥y ly |2
(2 - b) (a - 1)
(a + Db) (= - b) 6
(& - ) (a+ 1) 3y y

3y (y* +y + 2)
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d) Aplica,solamente,la propiedad distri e} Realiza en tu cuaderno, las siguientes

butiva,como en el ejemplo: maltiplicaciones:

(5x-2) (3x+1)

n

5x(3x+1) - 2(3x+1) S{m + 5)
5x(3x)+5x(1)-2(3x)-2(1)

x* (3x% + 2%)

(x - 3) {(x+2) = (x +3) (x + 3)
(2m + &) (2m ~ L4) = (9 - 1) (57 + 1)
(6r + 3) (3r? - 27) = (3x ~ 3) (3x ~ L)

(x+y) (x-2) =

PRODUCTOS NOTABLES.

Pedemos realizar variadas multiplicaciones para ejercitarlas; pero nos intere-
san, especialmente, algunas que presentan patrones determinados.

BINOMIOS AL CUADRADOC,
PARDO NEGRO

Gregor Mendel, genetista austriaco, es~
tudid la herencia de caracteres contrag
tantes. Conté y registrd caracterfsticas
de padres y descendientes de cada cruza.
Sus conocimientos matemiticos le permi-
( GAMETOS @ ‘?ieron interpretar sus iiato:.s ¥ le indu-~

x Jeron formular le hipdtesis de que cg
da rasgo es determinado por 2 factores
gendticos. Estos factores pueden presen
tarse comc dominantes (D), 0 recesivos -
(r).
/(] & [0 En la segunda generacifn aparecen tres

tipos de combinacidn. (fig. 1)
GAMETOS DD+ 2DI‘ + rr

o@ :|< @ 0 @ La expresién anterior es resultado de -

N PADRES
W

Generacidn FI

multiplicar un binomio por &1 mismo.

1 1

Generucion F2

Qutee @ Al tomar este binomio (D + r) y multipli

hozo0 carlo por el mismo, obtenemos un trincmio

= £) -

e ElO cuadrado perfecto. Realicemos la multipli
cacidn, (siguiente pégina).

Figura 1.
El color negro,en los cobayos,es un fac-
tor dominante sobre el color pardo.
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(D+r)(D+r) = D(D+r) + r(D+r) D+r

DD+Dr+rD4rr XD+ r

DD+2(Dr ) +rr Dr + r?
D% + Dr

+2Dr + v

n

Per lo tanto:

(D+ r)? =D% + 2Dr + r2

Que en lenguaje com@in debe entenderse:

S1 D ¥y r son nlmercs arbitrarios, entonces el cua-
drado de su suma serd igual al cuadrado del prlmero -
mds el doble producto del primero por el segundo,mis
el cuadrade del segundo.

Este procedimientc puede representarse asi:

D r
D D° Dr
r Dr r

Realicemos otros ejemplos. A la derecha de cada unc representemos las operacio-
nes con tablas de doble entrada.

1) (d%7)(a37) = 4Tat7) + T0ne7) *la |7
= ala)+a(7)+1(a)+7(7) -
= 2% + 1ha + 49 a | ¢ | 7a
7| 7a149
AN
2) (X+3y)(x+3y) = }@y + 3y{x+3y) . X 3y
= X2+3xy+3xy+9y
= x*+6xy+9y” ]
X | X" Bxy
2
3) (o +3)% =8’ +6a + 3 3y | 3xy|9y cla |3
a | a*|3a
3 13a]| 9
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{Como calcularfamos (a - b)29
Para hacerlo, usemos lo conocido hasta ghora:

(a-b)2=(a-b) (a-b)

—(a—b)a—(a-b)b Por distributividad de 1a multiplicacidn
=g, -ba—ab+b2
=a%+ba (-1 1-1)+b? Por factorizacidn
=a’+ba (-2)+b2 Adicidn de (-1-1)
= a2_2agb+b?2
o bien:
(a-b)? = (a+(-b))?2 Por definicidn de la resta
= a®+2(a)(-b)+(-b)? Por distributividad de la multiplicacidn
= a2-2ab+b?

Por lo tanto:

8ia,b e Q@ (a-b)? = a® - 2ab + b2
Ahora,veamos en qué difieren las siguientes expre- (a+b)? = a2+2ab+b2
siones: (a-b)? = a?-2ap+b>
La diferencia entre ambos es el signo en el térmi-
no 2ab. .
2x |-3
2x | 4x%|-6x
Realicemos otros ejemplos. . -3 lex +9
—_
1) (2%-3)(2R3) = 25(3x3) + (Do)
= 2x(2x)+2x(-3)+(-3) (2x)+(~3" (~3)
= hx® - 6x - 6x + 9
= kx®> - 12x + 9
4x | -y
2) (bx-y) (bx-y) = (MX)2+2(MX)(—y) + (=y)? :
= 16x? - 8xy + y>2 4x |16x°|-4xy
-y |F4xy| y?
EJERCICIOS: y y

a) Escribe el resultado de las siguientes b) Escribe el término que falta en cada

operaciones: una de las siguientes expresiones:
(bx - 2)2 = (5a+b)? = 25a2+10ab+

(m -n)(m-n) = (x=y)%2 =x% - + y?

(5a -2p) (5a~2b) = (3p+2q)%= 9p2 + 4 kg2

(6x - y)? = (a+3b)? = +6ab + b’

(x +y%)% = (x +1) = + 2% +
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c) Calcula los siguientes cuadrados: a) Escoge la expresién adecuads de la -
hilera de la derecha y escrfbela so-
bre la 1%neas.

(x + k) = x4 +hx+l
(2x+ 1)% = 24yl
(3x+ 5)? = (x=2)% = %2 Dl
(x + y)? = %% -lix-}
(x +2y)? =
(x - 4)? = {(y+3)% = y2-6y-9
(2x- 1)% = y*+6y-9
(3x- 5)2 = y2-6y+49
(x - y)2 = ¥ +liy+g
(x -2y)?* =
(ww-5)%= __ l41ow+ns
w2 =10w-25
w2 —10w+25
w2 +10w-25
e} Bseribe el término adecuado en los T} Verifica los siguientes resultados -
espacios vacios de las siguientes utilizando las férmula, como se ve en
tablag; el ejemplo:
EJEMPLO: (8 + 2)2 = 100
Utilizando la f&rmulsa:
(a+b)2=a2+2ab+b2, tenemos ;
. . {(8+2)% = 8%42(8)(2) + 22
6 2 X |1 = 64+2(16) + L
= 6b+32 + b = 100
6 136 X X
B (15 + 10)? = 625
2 4 1
(8 + )2 =14y
{7+ )% =12
" {3m|-n " J2n|-p (-2 + 6)" =16
-3 - 6)2 =8
m - (-3 - 6)
10 - 3)% = U
N -p [-2np {
T (-11- 3)% = 196
(11 + 9)? = hoo
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BINOMIOS AL CUBO.

En uno de los trabajos de Chu-Shih Chieh
(1303), el m3s grande de los algebristas
chinos de su tiempo, aparecid el arreglo
triangular de los coeficientes de un bi-
nomio elevado a la potencia n:

’ 5 1
Vund volgegriinore || 11
=4 | onderweyfimg aller Ranfiimans Redy b2
q|| g in Oteyen Biicherw/ mie (chénen Re |8 123l
Inofi fragRucfen Geariffen , Sunvers /(g 1h6ka
ich was forrl brnd Fchendiataie in der ||k 174610 31

Qelfché Practicavii Tolletn geBzaudss
ey Uto gk?d?m Il vber G Forma ahora comunmente conocida como
Iedgf(f;nn«bm dfd’" ’f“b."k fd "tridngulo de Pascall
gedtiicte. durdh Petrnm Apiand . o e
pon L. fom'ffl Zﬁronomzi Este arreglo triangular aparecio impreso
s figolﬂatz Ordinas A%1 en la portada de "Aritmetica" de Petrus
= p . 4 A Apianus en 1527 (Figura 2).
B A verfessiger,  £C o P =

10

O H NN |—-

Figura 2.

Pascal en 1654 investigd dicho arreglo bajo una nueva
forma.

Hizo numerosos descubrimientos relativos a esta forma
vy los escribid en su "Traité du Triangle Arithmetique",
publicado en 1665.

Obtenemos los nfimeros del tridngulo de Pascal de 1a
siguiente manera: @

Son los resultados de sumar los nimeros que se en-
cuentran en la parte inmediata superior. Por ejemplo:
6 es el resultado de sumar los nfmeros 3 + 3 que se -
encuentran arriba de &1.
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Este arreglo nos permite identificar:

- El1 nfimero de términos segln la potencia a la que se eleva un binomic (si el-
binomio se encuentra elevade a la cero potencia,los nlmeros de la primera hi
lera nos indican que tiene un término; si estf elevado a la primera potencia,
la segunde hilera nos indica el nfmero de t&rminos, ete.) ¥y

- Los coeficientes correspondientes a los términos del resultado después de ha
ber elevado ese binomioc a la n potencia.

Ejemplo: .

relacionemos los nfmeros del trifngulc con los productos del binomio {x + y) -

elevado a 0, la.,2da. y 3era. potencias.

Binemios elevade a n potencia Trifngulo de No. de términos
Pascal.

(x + )" =1 b 1 +término

(X + )t = 1x + 1y 11 2 términos

(X + ¥)? =1x* + 2xy + 1y° 1 2 1 3 tBrmincs

Por medio del trifngulc de Pascal nos damos cuenta que el niimero de términos de
un binomio al cubo son 4 y los coeficientes son; 1,3,3, 1 iCémo encontramos los -
exponentes?

Recordemos que (x + y)® = (x + y)? (x + v)
{x + y)2 es un binomic al cuadradc y su productc yva lo conccemos, entonces

(x +y)% = (x* + 2xy + y2) (x + y)

Multipliguemos al trinomio por el binomio. Usenmos dos de las tres formas que -

¥ya COnocemcs.:
ifiiigg;:}z) + 7 (x*+2xy+y?) x> +2xy+y?

Tty

(X@xw )

= x3+2xy+xy2+x2y+2}q,r2+y3 XYyt +y
x40 v+ xyz
= x3+3xy+3xy iy’ X +3x y+3xy L4y’
Entonces:
81 %, y £ § , entonces Los coeficientes se pre

sentan en forma descen-
dente para el primer —-—
término y ascendente pa
ra el segundo.

3

(x+y)® = 1x® + 3%y + 3xy? + |y
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Ascendente para y

G

2
y + 3xy + y

2 ! 0

Descendente para x

EJERCICIOS:

a) Auxiligndote del tridngulo de Pas b) Con ayuda del trifngulo de Pascal, obtén

cal, encuentra el producto de: los resultados de:

(a + b)? = (x+y)*y (x +y)°, posteriormente - -
(2x+ y)3 = comprueba el resultado haciendo las mul
(m + 2)2 = tiplicaciones.

(x +by)? =

(m + n)® =

PRODUCTO DE BINOMIOS CONJUGADOS.
Dos binomios conjugados son: (g +Db) y (a - b)

Calculemos: (a + b) (a - b).

(a+b)(a~b) = (a+b)(a) - (a+b)(b) Por distributividad de la multiplicacidn.

~— = a(a+b) - b(a+b) Por conmutatividad de la multiplicacidn.
= a(a)+a(b)-[b(a)+b(b)] Por distributividad de la multiplicacidn.
= a+ab-ba - b(b) Realizando los productos
= a’+ab-ab - b? Por conmutatividad de la multiplicacidn.
= g B? Sumando términos.

AsT:

Si a,b Q , (a+b)(a-b) = a2-p?

Lo que, en lenguaje comfin, quiere decir que el producto de dos binomios conjuga~—
dos es igual a una diferencia de cuadrados.

En la préctica, es frecuente equivocarse al utilizar esta f6rmula. Con objeto
de ilustrar algunos ejemplos que pueden advertirte de ello,observa lo siguiente:

Calculemos:
a) (x + 3)nalE-= 3)

L términos con diferente signo ,
términos con igual signo (x+3))x-3) =x* -9
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b} (—x+ 3) (x + 3)

a)

términos con igual signo

t&rminos con diferente signo. (—x+ 3} {(x + 3) =9 - x*
(x = 3) {x+3)
t&€rminos con diferente signo
términos con igual signo. (x - 3){x+3) =x% -9
{(-x- 3) (x ~ 3}
t&rminos con igual signo
términos con diferente signo. (-x- 3)(x - 3) =9 - x*
EJERCICIOS:
Escribe el término gue falta en - b) Calcula los slguientes productos de bi
los sigulentes productos: nomios conjugados.
{x+y) (x-y) = -y? (a+5) (a-5) =
(-3a+2){(3a+2) = +4 (x+6) (x-6) =
(-atb)(a+b) = +b? (x-10)(x+10) =
(5a+3b)(5a-3b) = 25a°- (3x+1) (3x-1) =
(ox+ y){-2x+y) = +y2 (w8} (w+8) =

n

(6a+2)(6a-2)

Representa las siguientes diferen-

cias de cuadrados comc producto de (2-b) (2+b} =
binomics conjugados.
Observa el ejemplo: {(5-w) {5+w) =
gm® - 16 = (3m + 4)(3m - 4) (1+3z){1-3z) =
a2 - 95 = (-mt2) (-m-2} =
w? - 100=
x¢ - Lo =
m? - 16 = é) Completa las siguientes tablas de doble
81 - 6L = entrada.
36p2- 1hk=
L - x* =
16 = 4 = L 22X yz . m [3n
x? - 6.25 =
2% m
2
-y -3n
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PRODUCTO DE BINOMIOS CON UN TERMINO COMUN .

La expresidn (x + a) (x + b) representa al produc
to de dos binomios con un término comGn, que es x.

(ﬁi;g?%)+(£:;€?5)

D AR
Encontremos el polinomio resultante: (x+a) (x+Db)
i R

x(x+a) + b(x+a)

x2+xa+bx+ba

x2+ax+bx+ab

x*+(a+b) x+ab

Es decir, en forma simb8lica:

Bl Xy By b E Q » entonces

(x+a)(x+b) = x2 + (a+b) x + ab
tProducto de los términos no
Cuadrado del término comfin comunes
Producto de la suma de los ® =
oy X 5
términos no comunes y del
t&rmino comin. 2
A | &= =6y
Mostremos algunos ejemplos més:
— 8 [8x |-40
(55) (x+8) = xTx8)+(=5) (x38) X -5
el Xéngx<§‘>*§'5§§X§+<'5)<8’ x +l+8
= x“+(8-5)x+(-5)(8 8x -Lo
x2-5x o i X
x2+3x -L0
=31 9 |-3x
2T LN AN\ A\
- 3 +-28 (—3+X)(—3+Y) = —3(-3+Y)+X(-3+Y) y -3y xy
-3+y g = =3(=3)+(-3)y+x(-3)+x(y)
- 3y+xy = 9+(x+y)(=3)+xy
9 - 3x
9 - 3x - 3y+txy . X y
2
=~ P X X Xy
X +y (x+y)(x+z) = x(x+z) + yv(x+z)
X + z g = XX+Xz+yx+yz 7 Xz | zy
Xz+yz
xz + XV
x° + 2y txz+yz
*Ix |3
(x+3) (x+2) = x*+(3+2)x+3(2) 2
= X +5x+6 X X 3 x
2 12x| 6
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(2x+5)(2x-9)

0o

EJERCICIOS:

a) Escribe los términos que faltan:

(x-3) (x=2)=x*+( +
(x#5) (y-2)=y+( +
(3m-4 ) ( 3m+2 ) =9m® +(
(r+2) (r+1)=r?+( +

(6+L){(6-2)=36+( =+

¢) Encuentra los productos siguientes:

{x + W)(x - 2)
(x + 8)°

(5x+ L}(5x- 2)

Yx

)y

+ (X
+ ()
)3m +

+ ()
+ ()

hx2+(5-9)2x+(5)(-9)
Lx?-8x%-45

¢ |2x| D
2% |4x%0x
-9 |-18x-45

b) Para f{x) = x?+5x+6, asfgnale los si~-
guientes valores a x: -3,-2,-1,0, 1
¥ encuentra el valor de £(x)

x | £{x)
=3

-2
-1
9]
1

- Grafica los puntos obtenidos.
Anora por el procedimiento algebraico -
encuentra los factores de X +5x+6

- Escribe en que puntos se cruza la lines
con el eje de las ebscisas.

- 1Qué relscidn existe entre los puntos -
que cortan el eje de las abs¢lisas y los
factores del trinomio?
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d) Escribe los términos que faltan e) Escribe en cada tabla los términos que
tanto en la tabla como en el -- faltan.
producto correspondiente.

® X 5
X Sx e i Y =k St
=3 |-3«x X xz i
(x+5)( ) = x%42x-15
: 2 -2
™ X 6
X
(x+6) (x+ ) = x2+7x+6 g o * 12x | 3
X X2 S% 2 x
L X
2x | 6 2
X
(x+ )(x- ) = x2+3%x-10
FACTORIZACION
En la cuarta unidad del primer curso de mateméti- 36 = (1) (36)
cas, estudiamos el temsa de factorizacidn v aprendimos 36 = (2) (18)
que, por ejemplo, 36 puede representarse en forma de 36 = (3) (12)
producto como: 36 = (4) (9)
36 = (6) ( 6)
36 = (@) (=0)- ()
36 = (2) (2) (3) (3)

Cuando tenemos dos nfimeros naturales x, y; x divide a y si existe z € N con 1la
condicién de que z multiplicado por x d& como resultado a ¥.

Lo anterior lo podemos representar como:

Si x, y € K, entonces x|y si existe z e N tal que xz = y
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La divisibilidad ,tembién, se extiende a los polinomios. Por ejemplc: si tenemos
dos polinomios p{x) ¥ g(x), p{x) serd divisible entre g(x)}, si existe h(x), tal que
multiplicados g{x) por h(x), dé como producto plx).

g(x)| plx) si existe h(x) tal gue glx) - hi{x) = p(x)

Tiempio:

Algunos factores de 30x son:

1 (porque  1.30x = 30x)
6 (porgue 6. 5x = 30x)
10 (porque 10. 3x = 30x)
15 {porque 15. 2x = 30x)
30 (porgue 30. 1x = 30x)
x (porgque x-30 = 20x)
2% (porque 2x+15= 30x)
3x (porque 3x+10= 30x)
5x (porque 5x+ 6= 30x)
6x (porgue éx+ 5= 30x)
10x (porque 10x+3= 30x)
15% (porgque 15x+2= 30x)
30x {porque 30x-1= 30x)

Otros ejemplos:
a) iCufles son los factores de 15x°7
Solucidn:
En primer grade, nos dimos cuenta de la necesidad de usar uns factorizacifn -
Qnica ¥ convenimos en manejar aguella gue tuviera sBlo nlimeros primos. Como-—
no sabemos los valores de las variables, unlicamente las representamos como -

factores segin el rnimero del exponente; entonces la factorizacidn de 15x° es:

lea = 3-5-xnx-x_

66



s n 3 o o
Los factores gel monomio ax incluyen los factores del coeficiente a, los
factores de x (x,x%,....., x )» ¥ los productos de diversas combinacio-
nes de estos factores.

En esa misma unidad (factorizacién),del primer grado definimos el mAximo comfin
divisor de varios nlmeros, como el mayor entero que es divisor de cada uno de - -
ellos. Apliquemos estas ideas a monomios con coeficientes enteros.

Consideremos por ejemplo, los monomios 10x"* y 15x%3
El maximo comfin divisor de sus coeficientes es 5 y la potencia mis alta de X, -
que es un divisor de los dos monomios,es x*. Es razonab¥e considerar a 5x° como -

el méximo comfin divisor de los monomios originales.

Entonces:

El méximo comfin divisor de varios monomios con coeficientes enteros es el
producto de: el méximo comfin divisor del conjunto de nfimeros formado por

los coeficientes de los monomios y las variables con la potencia més alts
comun como factores a dichos monomios.

Dos monomios, cuyo méximo comfin divisor es 1,reciben el nombre de primos -
relativos.

Por ejemplo:

a) Encontremos el maximo comin divisor de 5x° y 10x°®

3 =
Solucidn: 5 X
10 X€ = 2 XXX
El méximo comin divisor es: 5x°3
b) Encontremos el miximo com@n divisor de D55l
10y2
2
Solucidn: 25x= 5/5)\x X
10y= 25/yy

El méximo comfin divisor es 5.

67



¢) Encontremos el mAximo comln divisor de 10x% y
3
3y

Solucidn: 2

10x°= 2-5 x X
3W=3yvyy

El Ginico factor que estos monomios tienen en comfin es 1.Por lo tanto,son pri-
mos relativos.

FACTORIZACION DE POLINOMIOS

Lo que hemos aprendido en las secclones previas resultard de utilided para fac
torizar polinomios. Para comprender este concepto, veamos lo siguiente.

Factorizar un polinomic significa escribirlo como un producto de polino
mios.

Ejemplo 1)

Factoricemos  12x° + 6x%y + 18%°

5= . .
Solucidn: 12x 2
Bl méximo comfin divisor es: 6x°, entonces: Bxty= 2/ y
33

1ox5+6x2y+18x2 = 6x%(2x?) + 6x%(y) + 6x°(3)
= 6x%(2x® +y + 3) I8x2 =

Ejemplo 2)

Factoricemos Basb + 20a%h% + 15ah3

Bx X X
Solueidn: 5a*b s
El méximo comfin divisor es: 5ab, entonces: 20azb? = 2.2
) bbb

553p + 20a?b? + 15ab® = Sab(a®) + Sab(lLab) + Sab(b?)
s5ab(a® + Lab + b*)

i n

I5a b=
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EJERCICIOS:

a) Factoriza los siguientes monomios. b) Factoriza los siguientes polinomios.
1) 8a% b = 1) 18a - 3ab =
2) 5mt = 2) 2km* + 29m + 6md =
3} A6 = 3) 15xy2- 20x%y =
L) 18x5= k) 15a5 + 5a% _ 9pg3=
5) 12ab’= 5) 16mn + 8m + 8n =
c) Identifica el mAximo comfin divi- d) Factoriza los polinomios siguientes:
sor de las siguientes parejas de
monomios. 1) wy + wz + xy + xz =

1) 12xy, 6x* ¥

2) ab + ac + 2b + 2¢

2) 16mn, 12 3) xy + x2 - 5y - 52
3) Bha?b, 12q | _

L) 13y, 20xy? , .

5) 36xm, 12mx :

FACTORIZACION DE EXPRESIONES DEL TIPO
a? + 2ab + p?

a? -p> y x*+bx+te

Centremos; ahora,nuestra atencidn para factorizar trinomios.

En las péginas anteriores obtuvimos los productos de:

a) Binomios al cuadrado (a+b)? = a2 +

b) Binomios conjugados (a+b) (a - b)

¢) Binomios con un t&rmino (a+b) (a + ¢)
comiin.

Podemos decir lo siguiente:

2ab + b?
P LS
=a?+ (b+c)a+be

a) En la primera expresifn, el polinomio resultante es un trinomio,al que 1llamare
mos trinomio cuadrado perfecto -8sto, debido a que es el cuadrado de un bino-

mio,
Es decir:
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Un trinomic es cuadrado perfecto si puede escribirse como el cuadrado de
un binomio.

L) En la segunda expresién, el polinomio resultante es una diferencia de cuadra-
dos. Por lo gue podemos decir que:

Una diferencia de cuadrados es igual a un producto de binomics conjuga-
dos.

¢) En la tercera expresidn, el polinomio resultante es un trinomio.

Utilizaremos esta informacidn para factorizar pelinomics de segundo grado.

TRINOMIOS CUADRADOS PERFECTOS Y SU FACTQRIZACION.
Cbhservemos 1o sigulente:

Ejemplo 1: Factoricemos: x° + 10x + 25
x? ¥y 25 scon los cuadrados de Xy 5
10x ccrresponde a 2(5) x, entonces:

x* +10x + 25 = (x + 5)(x +5)

Realicemos el proceso inversc y veamos si efectiva
mente (x + 5){x + 5) corresponde a x* + 10x + 25

TS AN AN
G+ 5)(x +5) = x(x + 5)+ 5(x + 5)
e
= x* 4 5%+ 5x + 25
Por lo tanto: (x + 5){x +5) = x2 + 10x + 25
Ejemplo 2: Factoricemos: Gx° - 12xy + by®
9x? N4 hyz son cuadrados de 3x y 2y
12xy corresponde a 2{3x)(2y), entonces:

9x® - 12xy + by® = (3x - 2y)(3x - 2y)
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Ejemplo 3: ¢Cémo podriamos factorizar al trinomio x% '+ 8x + 1627
X+ 8x+16

=

cuadrado de x cuadrado de 4

doble producto
Xy 4

Veamos como podemos encontrar la factorizaecidn con tablas de doble entrada,.

Esta tabla nos representa al trinomio x? + 8x + 16
" X nuestrc problema se reduce g completar la tabla.
2
X X

16

Podriamos probar algunos casos y después verificar.

Alelx |2 b) |, x |16 S)lelx |4
x - [Fx*}2x x | x*|16x x | x*| 4x
8 |8x |16 11 x [16 4 l4ax|16

Te habrés dado cuenta que las tablas de (a) ¥y (b) no corresponden a nuestro -
problema,.

La tabla (a) corresponde al trinomio: x2 + 10x +16
La tabla (b) corresponde al trinomio: x2 + 17x +16

Sin embargo, la tabla (c) si corresponde a nuestro (x+4)2%=x242(x) (L) + 42
problema. x%+ 8x + 16

Comprobemos :
Por lo tanto, podemos decir que:
x> + 8x + 16 = (x+4)2
Lo que significa que hemos factorizado al trinomio (x4l ) 2=(x+h) (x+k)

x% + 8x + 16, ya que:
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Otro ejemplo:

408mo podriamos factorizar al trinomio x? - 10x+257
Para hacerlo, tendriamos que completar la tabla.

* X
2
X X
25
x? - 10x + 25
Algunas posibilidades son:
a)|*|*x |-5 b)le | x |25
x | x L5x x | x2[25x
-5 |-5x|25 1 X |29
x2 - 10x + 25 x? + 26x + 25
C) ] X _25 d) b 4 5
x | x? 25X x | x2|5x
-1 1-x125 5 |5 x|25

x2 + (-26x) + 2 x? + 10x + 25

Podemos ver que la primera tabla es la correcta, verifiquemos el resultado.

(x - 5)2 = x% + 2(x)(-5) + (-5)?
* X |-5 = x? - 10x + 25
X %' |-5x
-51-5x|25
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EJERCICIOS:

a) Utiliza cada tabla para completar b) Obtén el trinomio cuadrado perfecto a
la expresidn partir de los siguientes binomios.
(bx? +1)?% =
rEd 9 .
(12x + y)* =
2
1 X 1 (Sm + 2)2 =
x? +2x + 1= (x +y)2=

c) Factoriza los siguientes trinomios.

X X2 -2X 8.2 - 2a + 1 =
2 2 p
=2 D5 4 a“ - 2ab + b =

25a% + 30ab + 9b? =

x2 - bx + L = bb%+ 28b + L9 =
° X—t=3
x | x® [-3x
-3|-3x| ©

x2 - 6x +9 =
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d) Auxilifindote de la tabla,escribe
el binomio al cuadrade y su resul

tado sobre la linea.

* | x (-7
x | x%|-7x
-7 {+-7x |49
(x = 7)°

e |3m|1

3m|9Smi3m
1 |3m| 1

¢ y (-8
y | y|-8y
-8{-8y64

2

e) Calcula el valor de £(x) = x% + x
para los valores dados de X y completa

la tabla.
Ejemplo:
Para:

f{x) = £(-b)
Para:

f(x)y = £(1)

+1

+2

+3

(=L} = 16-h = 12
=1+1=2
f{x)
|12
2
o

g) Con los datos de la tabla anterior, en
cuentra puntos de la grafica de £(x)

iPara qud valores de x, f{x) es igual-

a cero?
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DIFERENCIA DE CUADRADOS Y SU FACTORIZACION.

Expresiones como:

25 - 100
X2 =
e o

Reciben el nombre de diferencia de cuadrados.
Para factorizarlos, debemos recordar que:
(a + b)(a ~b) = a® = b2

0 bién: a?- b2 = (a + b)(a - b), es decir:

Cualquier diferencia de cuadrados es igual a un producto de binomios con
Jugados.

Veamos cdmo podemos utilizar este resultado para factorizar una diferencia de
cuadrados.

Ejemplos:
1) Factoricemos: 25 - 100
Solucidn:
25 es el cuadrado de: 5
100 es el cuadrado de: 10
AsT: 25-100 = (5+10)(5-10)
Verifiquemos:
25 - 100 = =75 (5 + 10)(5 = 10) =
(15) (-5) = =75
3 N7 d
- 75 =75
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Al utilizar una tabla,podriamos verlo asi:

e |5 |-10
5 125 |-50
10 ] 50 |-100
Solucibn:
AsT:
EJERCICICS:

a) Factoriza las siguientes expresio

nes.

x? -4 =
16 -9 =
om®~ 9 =
100-36 =
x? - yP=

(5 + 10}(5 -10)

H

I

25-100

]

2} Pactoricemos: x> - 36

2

x° es €l cuvadrado de:
36 es el cuadrado de:

x? - 36 =

[ea -]

(x+6)(x-6)

(x + 9)(x - 9)

(y2+ 3)(__ - 3)

{(x + 2)(x - 2)

FACTORIZACION DE TRINOMIOS DE LA FORMA

2

X+ bx + ¢

25+50 + (-50) + (-100)
25+[(50 + (~50)] + {(~100)

25+0 + {-100)

b) Completa las siguientes expresiones:

]

= x% - 25

]
!
O

aZ — 4p?

Pars recordar que en piginas anteriores multiplicamos binomios con un término
en comfin y presentamos la siguiente forma;

{x + a){(x +Db)

Cuadrado del término comiin.

=x?‘+(a+b)

)

Producto de la suma de los
té&rminos no comunes y del

t&rmino comiin.
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Nuestro problems ahora es un proceso invertido a la multiplicaci®dn, encontrar
los factores dado el trinomioc de la forma x% + bx + ¢ & bien x + (& + b) x + ab

Si observamos la forma anterior, nos sugiere encontrar dos niimeros que multi-
plicados den (ab) y sumados (a + b). Vefmoslo en un ejemplo:

Factoricemos: - x - 6
[Cuadrado del t&€rmino comin) T [Producto de los t&rminos]

Producto de la suma de
los té&rminos no comunes
y del términc comiin.

Por lo tanto:

x? es el cuadrado de: x

- 6 es producto de: (1¥(-6), (2)(-3)
(-1)(6}, (-2)(3)

de las anteriores parejas de nfmeros los @inicos que sumados dan -1 son (2) v (=3)

- x -~ 6
[2(=3)]

La factorizacidn de x* - x - 6 = (x + 2)(x - 3)

Realicemos otros ejemplos:

Factoricemos: x? + 2x - 3

Busquemos dos nfmeros que sumados den 2 y multi-
plicados den - 3

x* es cuadrado de: x

- 3 es producto de: (=1)(3) v de (1){=3)

de las anteriores parejas de nlmeros elegimos ——
(-1) vy (3) yaque - 1 +3 =2y (~1)(+3) = - 3

entonces:

x2 +2x -3 = {(x + 3)(x - 1)
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Factoricemos: x° + 3x + 2

x?* es cuadrado de: x X
2 es producto de: {1)(2) v (=1)(-2) 1 T

de las dos parejas anteriores escogemes (1)(2) - .
Ya que: 1+2=3y (1)(2) =2 { + ) x

Entonces: x% + 3x + 2 = {x + L){x + 2)

EJERCICIOS:
a) Escribe el término que falta en ) Encuentra dos nfimeros cuyo:
los polincomios que se encueniran . producto de 2L vy su suma 11
abajo de cada figura.
( ) )=2hy o+ =11
. z 8 . vroducto 3¢ - L y su suma 3
2
z | 0|8z ¢ 0 ) ==y + =3
/
. producto de 30 y su suma 11
20120z 160
( ) )Y=30y  + =11
- 2
(248)(2+20) = 2* + ( ) 2 + 160 . preducto -~ 27 vy su suma - ©
() )==2Ty + = -6
L J
2
X [-X ¢) Encuentra el resultadc de las siguien

tes multiplicacicnes.

(p + 3) (p + 13)

(b +8) (b~ 3)

(x+9) (x+ 7]

e lalb (x +14) (x - 5) =
2
aija
c
(a2 + b)(a +c)=a”+ +
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d) Factoriza los siguientes polino- e) Encuentra los valores de f{x) =

mics. %+ 3x + 2
¥ +s5x+6=( Y ) 81 x es 3,2,1,0,-1 v ~2
yi 46y =55 = () ) x | ¥
B2 +6b +20 = ( )( ) 3
x> +9x =70 = ( ) ) 2
y> -1y -51 = ( () 1

0

-1

-2

OTRAS FACTORIZACIONES.

El procedimiento previamente visto nos es Qtil para factorizar trinomios donde
x? tiene coeficiente 1 sQuE sucede si el coeficiente es diferente de 1%

LCémo factorizamos 5x° - 9x - 27

Al - 2 lo podemos factorizar como {1)(-2) y (-1)(2), =i sumamos los nfmeros en
cada pareja ninguna da como resultado - 9

1-22-9 y -1 +2=2-9

Un métode para Tactorizar este tipo de polinomios es el siguiente:

TN
5x? - 9x - 2
- Multipliquemos (5)({-2) = - 10
- Debemos pensar en dos nimeros
gque multiplicados den - 10 (13(-10), {-1)(10)

(2)(~ 5), (-2)( 5)

—~ De las parejas anteriores, escojamos aguella gque
sumados los nfimeros den - 9 [&ste es el coefi-

ciente de x) (1) + (-10) = -9
- Sustituyamos a - § por los coeficientes 1 y - 10 5x% 4+ (-0 + 1) x - 2
- Multipliquemos (1-10) por x . 5x% - 10x + x - 2
- Factoricemos 5x° -10x y x - 2 Bx(x - 2) + 1({x - 2)
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- Nuevamente factoricemeos, (nota que el factor
comfn es x - 2). {x - 2){(5x + 1)

Por lo tanto: 5x% - 9x - 2 = (x-2)(5x+1)

Verifiquemos:

1]

{x@ﬂ) x(5x+1) + {-2)(5x+1)

{i

5x + x - 10x - 2

5x* - 9x - 2

Trataremos de factorizar el trinomio 3x? + 13x - 30

Por el mé+todo de ensayo y error, deberfamos de multiplicar a 3 per - 30. Des-
puds, factorizar al resultado y buscar ur par de factores,tales que la suma sea -
13.

81 seguimos este procedimiento, al multiplicar (3) por (-3C) el producto es -%0
v 8ste nlmerc tiene 24 posibles factores.

Sigamos otro procedimiento para encontrar ese par de factores.

Démosle los nombres de d y e a dichos factores. Entonces:

3% + 13x - 30 = 3x% + dx + ex ~ 30
donde: de = - 90 Yy d +e =13
Sabemos que:

(dG-e)? = (a+e)? - Ude porque (d%? - 2de + e?) = {d? + 2de + e?) - lLde

= 4% - 2de + &2

(d-e)?® = 13% - 4 (-90) entendamos que (d+e)? = 132 y de = ~ 90
(a-e)? = 169 + 360
(d-e) =v529

d-e =+y529 = + 23

Consideremos, ahora el sigulente sistema de ecuaciones. Al primero, resolvimoslo
sumando; al segundo,restando.

d +e =13 d +e =13
+ -

d - e = 23 d - e =23
24 = + 36 Ze ==20
d= +18 e = 5
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Un polinomio de grade n (p(x) = anxn+an‘1xn—l ...alx+a0) serd reducible

cuando lo podamos expresar como producto de dos polinomios de grado, al

menos 1 y menor que n.

Ejemplo:
x? - b = (x+2)(x-2)

El poliromio x* - 4 es de grado 2 y se puede expresar como producto de dos po-
linomios lineales. Por lo tanto, se dice que es reducible

x® + 3x% - 6x -~ 8 = (x+b ) (x-2) (x+1)

Su grado es 3 y se puede factorizar en 3 polinomics lineales. Por lo tanto, es
reducible.

x% -} se dice que es reducible porque se puede factorizar como el producto

9 de dos polinomios lineales.

(x

2
X - + 2
3

yx }

oy Png

_Z
3

Los polinomios que no se pueden expresar como producto de polinomios linesales
se nombran irreducibles. Por ejemplo:

x2 -2

Al factorizarlo tendriamos:

x? -2 = (x + /5)(x - ¥2) ¥ Y2 no es un nfimero racional.

GRAFICA DE FUNCIONES POLINOMIALES.

Los factores de una funcidn polinomial,y la grédfica de ésta, guardan una inte-
resante relacidn. Veamos que sucede.

Tracemos la gré&fica de la siguiente funcidn:

P(x) = x2 + 3x + 2
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Realicemos la factorizacidn del trinomio x2 + 3x + 2
x% + 3x + 2 = {x+2) (x+1)

LQué cbservas de la grafica y los factores (x+2) y (x+1}?

Grafiguemos:

D{x}) = x - kL para x de -3 a 3

x| D{x)

=3 5

-2 0 ’
-1 -3 X

0 -k

1 -3

2 0

3 5

La factorizacibn del polinomio x* - 4 es la siguiente:
x® - b = (x+2){x-2)

i{Qué observas en la gréfica con relacidn a los factores del polinomio?

EJERCICIOS:

Para cada caso,completa las tablas

¥ grafica los valores correspondien

tes.

a) f(x) = x* + Ux + L

x| f(x)
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b) f(x) = 10x* + Tx - 12

x_ f(x)
=20
-15
=10

0]

10

i5

20

a) flx) = x2 + 2x + 2

£{x)

W O Wl

iQué diferencia observas en este caso con respecto a las gré&ficas anteriores?
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ESTAMOS EN LA SITUACION HABITUAL
DE LOS CIENTIFICOS QUE HAN DE -

CONTENTARSE CON MEJORAS FRAGMEN

TARIAS:; PODEMOS HACER ALGUNAS CO
SAS MAS CLARAS, PERO NO PQODEMOS

HACER NADA CLARO.

FRANK PLUMPTON RAMSEY,
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INTRODUCCION

En la quinta y sexta unidad del segundo cursc de
matemféticas, se desarrollaron respectivamente los --
conceptos de ecuaciones de primer grado {ecuaciones
de la forma ax + b = ¢ } y sistemas de ecuaciones de
primer grado con dos variablies {sistemas con ecuaclo
nes de la forma ax + by = ¢). Para estos conceptos -
se presentaron tambidn los métodos geométricos y al-
gebraicos de solucidn.

Tn esta unidad se desarrollari el concepto de --
ecuacidn cuadrética o de segundo grado en una varia-
ble (ecuaciones de la forma ax? + be + ¢ =0), su --
clasificacidn en ecuaciones completas y ecuaciones -
incompletas; asi como algunos métodos de solucidn, -
tanto algebraicos como geométricos.

Se concluird con algunas aplicaciones de las - -
ecuaciones de segundo grado en situaciones de la vi-
da real.
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OBJETIVOS PARTICULARES:

Aplicard el despeje y la factorizacidn en la solucifin de ecuaciones de se -
gundc grado con una incdegnita.

Aplicard la férmula a la solucidn de ecuaciones de segundo grado con una -
inebgnita,

Construird la grifica de ecuaciones de la forma: ax® + bx + ¢ = y

Resolverid problemas de aplicacidn de los conceptos estudiados en esta uni-
dad.

OBJETIVOS ESPECIFICOS:
Identificari ecuaciones de segundo grado, como funciones cuadréticas.

Clasificard las ecuaciones de segundo grado, en completas e incompletas.

Resolverd ecuaciones de la forma: ax®

de la igualdad.

+ c = 0, aplicandc las propiedades -
Calculard las rafces de una ecuacién de segundo grado, mediante la factori
zacibn.

Resolverd ecuaciones cuadriticas, complementando el trinomio cuadrade per-
fecto.

Obtendrd la foérmula general de las ecuaciones de segundo grado.
Resolverd problemas que den luger a ecuaciones de segundo grado.

Tabulard expresicnes de la férmula: ax® + bx + ¢ = vy para diferentes va-
lores de x.

Trazaréd la gréfica de ecuaciones cuadriticas, a partir de tabulaciones rea
lizadas.

Resolverd ecuacicnes de segunde grado, mediante su representacidn gréfica.
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UN PROBLEMA

Con motivo de su cumpleafios, Alejandra prepard una
fiesta a la cual asistieron varics de sus amigos. Da-
niel, uno de sus invitados observd que los saludos —-
fueron 66. iPodrfamos con esta informacidn conocer el
ntmero de asistentes a dicha reunibn?

Para hacerlo consideramos lo siguiente:

1. a). 5i el nUmero de asistentes fuera dos, el -
nfimerc de saludos seria 1. "a"saluda a'b"

o"b"saluda a"a"
f\.b

). Si el nfimero de asistentes fuera tres, el -
niimero de saludos serian 3
"a"saluda a"b"
mw_n "n n
a saluda a ¢

a. "py"saluda ae"

o

c). 8i el nlimero de asistentes fuera cuatro, -
el nfimero de saludos serfan 6
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Observa gue si representamos al nfimero de saludos
por S y al nGmero de asistentes por n, tenemos la ta

bla:
L ]

n > . o

\ A

\ ’
1 0] \\ !

Y /
\ !
\ /
2 1 N ,
.F \ ’
~ \ 4 L}
S A 4 L
3 3 ~ Y / -
\\ 3\ ’ -
~ Y 4 P
~ \ / -
~ -
)_'_ 6 ~ \ / -
~ \ 4 -
\\\ \\ / t’
’ -
"\ N/ /’

> Sy

d). iCufintos saludos se tendrian si n = 5%
Si n=5, dirfamos que ha llegado un quinto amige a la reunidén, el cual
saludard a cada uno de los ya reunidos, que eran 4
S8i 4 amigos se saludan entre si, los saludos son 6

6

gln 1la tabla). Al
incluir un amigo mis, el nlimero de saludos serd: =

(se
+ 4 =10
e). Observa shora -

lo siguiente:

n 5

1 0]

5 S Pregunta:

3 Vo iCulntos saludos habria si el nimero de asistentes -

— fuera de 6%
R
5 vlo
2. Utilicemos,shora, una gréfica cartesiana para -
plantear el problema.
b *—
" a "saluda a "b"
equivale a "t"saluda a "a" a E}__,

1
a b

Dos amigos (a y b)
un saludo
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Eiliminsmos:

a saluda a a
b saluda a b

P Y P A A
sfor g
¢
d—p—p—p—p—D
c ¥ " o
b— k
- XD
b4k N U \
a H—H T Y b DD
Py 1T $—
| o0
a b ¢ ' a DD D
| A N T ——<p
¥
a b c d e

A . oY . .
Tres amigos: ("a"b"y"c")  Cuatro amlgos:("atbﬂc"y"aT) Cinco amigos:
tres saludos. sels saludos- diez saludos.

De estas grificas cartesianas, podemos decir que:

1) Los amigos reunidos se indican por las letras: a,b,c,ds..-

2) Cada punto de las gréaficas indica " ...saluda a... "

Ejemplo:
c
b
"y saluda a g
4D
a 74
Q D c

3) En cada gréfica s6lo se consideran los saludos
representados por puntos encerrados en circulo

o se cosideran los puntos de la diagonal

[
Ejemplo:

b
" saluda a c"
no tiene sentido a

(Alejandrs se saluda a sf mismna )
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mn. i .
"a'saluda a "b" equivale a "b"saluda a "a" d

¢ z// I |
b y

a &7
a b ¢ d

L) Eil nfimero de saludos es el total de puntos ence
rrados en circulo ¢
Total de saludos = 3 b <))
a H—D
a ¢

d
5) El ndmero de saludos es igual a:
El total de puntos de la grifica menos los pun- ¢
tos de la dlagonal; dividido entre dos.
b
a

a b c d

Si n = nlmero de amigos reunidos, entonces

el nlmero de saludos es igual a: n® - n
2

LPor qué?

AsT, 'nuestro problema original se reduce a resolver n° -n £6
la ecuacidn: 2

Es decir: encontrar un niimero n (total de amigos)} de tal manera gue se gatisfa
ga la ecuacion n? - n e
=%

En esta unidad presentaremos la herramienta que te permitiri resolver este ti-
pc de ecuacicnes. Para ello, los contenidos serén:

- Ecuaciones cuadridticas y su clasificacidn.

- M&todos para resclver ecuaciones cuadriticas,; aplicando el concepto de rafz
cuadrada, factorizando, completandc cuadrados y aplicando la férmuls general

- Funciones cuadriticas y su representacibn grifica.
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ECUACIONES CUADRATICAS Y SU CLASIFICACION.

En tus cursos anteriores, aprendiste a resolver ecuaciones como:

x + 6 =10 (solucion: x = U4)
3 -1 =20 (solucibn: x = 7)
% = 16 (solucidn: y =32)

También, viste gque estas ecuaciones reciben el nombre de ecuaciones de primer
grado con una variable.

De igual manera, aprendiste que: x +y =15
2% =¥y =

|
o

representan ecuaciones de primer grado con dos varia-
bles.

Ahora, pondremos atencidn en ecuaciones del tipo:

x2 = 25
xi-x=30
X" =X _

5 = 66

A este tipo de ecuaciones le llamaremes: Ecuaciones de segundo grado coh una

variable.
Otros ejemplos de ecuaciones cuadriticas o de se-- S5x%+ 8x - 10 = O
gundo grado son: ox2= 3x - 6
0 = 5x%- 10
ox - B= - 3x?
108+ 6x - 10 = Px
En general:

Una ecuacidn de segundo grado en una variable es una ecugcidn del tipo:

axz +bx +c =0

en la gue a,b,c e R (conjunto de nlmeros reales) y a #0
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En la ecuacifn de segundo grado,cada t&rmino recibe un nombre:

ax? recibe el nombre de término cuadrético
bx recibe el nombre de término lineal
c recibe el nombre de t&rmino independiente
Ejemplos:
(1) 3x* +x+1= by x2 -36=0
(2) -5x% + 10 = (5) - x? =

(3) 2x® + x {(6) x -35=x2

En la ecuacifn (1) 3xX+1lx+1=0
se3 s b=l ; eml I
En la ecuacifn (2) -5x% +10 =0
a=-53 b=0 3 ¢=10 1 I \
En la ecuacién (3) 2x* + 1x =0

a =2 3 b=1 3 ¢=20 l g

. ! .
Cada término esta formado por una constante y una variable, las constantes se
representan asi:

es el coeficiente del términc cuadritico
b es el coeficiente del términoc lineal

o es el término independiente.
En la ecuacidn (L)
a=1 3 b=0 ; c=~36
En la ecuacidn (5)
a==1 3 b=0 3 e=20
iCudles son 1los coeficientes a, b ¥y ¢ en la ecuacidn (6)?
Para responder esta pregunta,se requiere escribir la ecuacidén dada:

2

X - 35 = x2 en la forma ax° + bx + ¢ = 0
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Veambs cémo podemos lograrlo:

x-35 = x?

(=% )+(x=-35)=(-x2 )+x?2
-x%+ x = 35 =(-x?)+x?
%%+ x - 35 =

As{:
-x%+ x - 35 =

termlno
lineal

té&rmino
cuadratico

Observa que,en cada ecuacidn dada,

diferente de cero.

EJERCICIOS:

término
independiente

Ecuacidn original
Sumando a cada miembro el inversc aditive de xz
Quitando pare¢ntesis en el primer miembro

Propiedad del inversc sditivo.

a) Anota en cada paréntesis, un 1(si
la ecuacidn es cuadrética)o un 0

(si la ecnacidn no lo es)

x? = 100
-8x =5
x -4 =10
ko= x%+ x
x*-x%+ 3x = 0
x+ y=20
0 =x*-149
x%-27 = 0
0 = 8x - 6k
x* = 16

-x%+ x = 35 = (=1)x%+ 1(x) +» (=35)

=-1

|

b=1 c=-35

el coeficiente del t&rminc cusdrftico es --

b} Para cada ecuacidn dada, anota el -
valor del coeficiente cuadrftico, -
lineal e independiente.

Lx2+8x-6 =

=—, b= s
-2x%4+2x = 0
a= » D= »
3x%-10 = 0
a=__, b= R

+x2.814+2x = 0O

a=__ _, b=__ ,
_3}[2_4; -%' =
as_ » b= )
2 -
X+ .5x+ .25 =
a= ’ b= L]
x%= -3x + 6
a= y b= s

Coeficiente del t&rmino
cuadritico

a

b

Coeficiente del término
lineal:

b

8

Término independiente
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De los ejercicios anteriores,

en una ecuacidn de 2o. grado con una variable:

1. El mayor exponente
2. El coeficiente del término

3. E1 cceficiente del término

ros.
Asi:

a) 3x3+ 2x%= 0
b)) x + 5 =

c) 2x%+ Lx + 10

a) x%- 18 =

e) x%- 2x

0

0

0

es 2y

No es una ecuacidn
ponente es 3.

No es una ecuacidn
nente es 1.

1

Recuerda que: x~ =
8{ es una ecuacid
nente es 2, '
81 es una ecuacidn
nente es 2.
Observa que a = 1

b =20

c = =18

de

de

de

de

asi como de la definicibnspodemos coneluir que:

corresponde al término cuadrdtico.
cuadritico debe ser diferente de cero.

lineal y el té&rmino independiente pueden ser ce-

20. gradc,ya que su mAximo ex-—

segundo grado, el miximo expo—-—

segundo grado, su maximo expo-

segundc grado, su mAximo eXpo-

No tiene término lineal,

8% es una ecuacidn de segundo gradc, su miximo expo-

nente es 2.

Observa que a = 1
b = -2
C 0

No tiene t&rmino independiente.
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CLASIFICACION DE ECUACIONES CUADRATICAS.

El siguiente esquema nos servir para clasificar a las ecuaciones de segundo -

gragdo.
ECUACIONES CUADRATICAS
|
ax’+bx+c=0
I | ]
L, LNCOMPLETAS -1 : COMPLETAS
[ a x* =0 { a x*+ bx = 07 Lax2 to =0 ax® + bx + ¢ =0
a=z0 a=z0 z 0 a =0
b = ¢ =0 h» 0 b =20 =0
c =20 c = 0 c=0
—_—
Ejemplos Ejemplos Ejemplos Ejemplos
x? =0 5x? + Lx = 0 €x? + 3 =0 9x% + 6x -2 = 0
3x? = 0 3x? = 6x x* = 64 5%x° - Lx+6 = 0
- 100x%= Q 9x% - 12x= 0 5x2 = 9 Tx? + 3x -1 = 0

Como podemos cbservar,del esquema anterior:

Las ecuaciones de segundo grado se clasifican en :

INCOMFLETAS Y COMPLETAS

&) Las ecuaciones completas son aguellas que tienen:

término cuadrdtico
término lineal y

t€rmino independiente
es decir:

. - . 2
Una ecuacidn completa de segundo grado es una ecuacibn de la forma ax®+bx+e=0
en la cual a, b y ¢ son diferentes de cero.
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Ejemplos de ecuaciones completas de segundo grado 9x2+6x -2 = 0
son: S5x2-bx +2 = 0
Tx2=3x -10
-5 = x4 x

%) Las ecuaciones incompietas de segundo grado son aguellas que carecen desal
menos uno,de los términos: lineal o independiente.

BEs decir:

Una ecuacibn incompleta de segundo grado es una ecuacidén de la forma
ax’+vx+c=0 en la cual a ¥ O ¥,al menos,se cumple una de las siguien-

tes condicicnes: =0 o c =490
Casc 1 Ejemplos:
Feuaciones incompletas sin término lineal ni térmi x2 =0
ne independiente. -x* 0
5x2 =0
Este tipo de ecuaciones es de la forma: ax’= 0 . -10x% = 0
0 = -3x°
0 = hLx?
Cago 2 Ejemplos:
Zcuaciones incompletas sin término lineal. x%-121 = 0
-x2+100 = 0
Este tipo de ecuaciones es de la forma: ax®+ ¢ =0 x2- 1 =0
Lx? = 1bk
x* = =80
0 = x2-321
Caso 3 Ejemplos:
Ecuaciones incompletas sin t&rmino independiente. x2+x = 0
2 -
2x°-3x= 0
Bste tipo de ecuaciones es de la forma: ax?+bx=0 -x? = -5x
0 = —x%+ 100x
81x = -3x°
8x —x?= 0
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EJERCICIOS:

a) Para cada une de las ecuaciones - ¢) Escribe el nombre correspondiente
de segundo grado dadas ancta en - a cada términc de las siguientes
el paréntesis la letra C,si es -- ecuaciones cuadrfticas y determi-
completajo la letra I,si es incom na si la ecuacién es completa o -
pleta. incompleta.

X2+ x - 10 =0 ¢ ) 3x2+2x—30 =0
-3x% = x ( ) 3x
x-100+? = 0 () .
2x2+9-§ =0 ¢ )
Xx° =9 { )
x%-19 = 0 ( ) =30
3x“+6x-11 = 0 ( ) Ecuacidn
3=x%-11 C )
x2-81 =0
2
b) Para cade una de las ecuacicnes - X
siguientes, indica cufl es el tér
. = -81
mino gque falta.
Ejemplo: Ecuacidn
xZ+10x = 0 2
hx?- 16 = 0
» . N . “+X2
Falta el término independiente
<2 = 10 -16
Ecuacibn
2
+ =
3x°+2 = 0 5x2-9x + 11 = O
11
0 = 3x2 —6 —93{
5x?
Ix = hxz Ecuacidn
1ix2- 3x = 0
-3x
11x?
Ecuacifn
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SOLUCION DE ECUACIONES DE SEGUNDC GRADG.

En o1 Estado de México existe un poblado de nombrer Temoaya, cuyo significado -
es:
Temoaya:
temoa, bajan
yan, lugar
"oor dende todos bajan"
en este lugar se asienta una parte de poblacidn otomi. AhT se elaboran tapetes --
anudadosa mano, cuys distincidn, belleza y calidad puede compararse con la de los
tapetes y alfombras persas.

Pregunta:

8i se desea elsborar un tapete para cubrir un pisc
de forma cuadrada cuya superficle sea de 36 m? iCudn-
to deterd medir cada lado del tapete?

Para contestar la pregunts, recordemcs que el drea
de un cuadrado =std dada por la‘férmula:
A = {lado)? = 17

Aef, si el 4rea del cuadrado es igual a 36, el problema original se reduce a -

encontrar un ninerc ;:cuyo cuadradc sea igual a 36, Bs decir, se reduce a resol--
ver la ecuacidn: 2% = 36

100



Para resolverla , requerimos encontrar un nimero cuyo cuadrado sea 36. Clara—-

mente este nfimero es £ ya que
6% = 6x6 = 36

El tapete deberd medir 6 m. por lado

iCuénto deberd medir por lado un tapete para cubrir un &rea de 200 m2?

(1) 132=13x13=169<200
(2) 1h%=1hx14=196<200
(3) 152=15x15=225>200

Podemos intentar, encontrar un nfimerc cuyo cuadra
do sea igual a 200

De (2) y (3) podemos decir que el lado deberd te—

¢

s

ner una medida mayor que 14 m. y menor que 15m. 14

Probemecs nuevamente:

{4) 1h.1%=14.1x1L.1 = 168.81<200
(5) 1k.22=1h.2x1Lk.2 = 201.6L>200
Por lo tanto:
!
El lado deberd tener una medida entre 1k, 1 m. y _Af/
lll-.g . 14 4] 142

Kl siguiente principio nos resultarid de gran importancia para resolver ecuacio

nes del tipo: x? = b, en las que (x) es la variable ¥ b es una constante.

51 x* = b, entonces x =t vb

Ejemplos:
4{Cudles son 1las soluciocnes de:
a) x% =81 ¢

x =t VBl =+ 9

81] 9
-81] 18
0

b) x% = 100 ? /100| 10
-1 20
x =% /100 =+ 10 Co0
c) w2 = 36 7 36 6
-3 | 1P
v =+/36 = £6 ol
a) z2 = 121 7 Y1i21] 11
-21 o1
z =ivi2l = $11 0
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e) p? = 200 ¥200,00 1h.1h
1 2l
P =4/200 = + 14.1h 100 281
© 96 28. 2L
400
T281
11900
~11296
604

En el ineciso (e): p = #1b.14 , el sfmbolo * signifi 14,14
ca "aproximadamente igual a" x 1k.14
56 56
La razén se desprende al encontrar el producto. 141 L
14, 1hx1h. 1k 5656
11k
199.93%6

Puedes ver que: 109.9396 = 200

Le notacidn x =+a significa que x tiene dos valores: unc positivo y otro ne-
gativo.

De aqui en adelante, utilizaremos indistintamente la notacidn:

x = *g & X1 = +a

Xz = - 8
a) 8i & = 25, X = VY25 = 5 o bien, X1 = +5
Xz = —5
b) Si uw® = 1Lk, x = /14l = 12 o bien, X1 = + 12
Xe = = 12

Una ecuacidn de ia forma x> = c tiene por soluciones a:
}Cl =V c
x, =¥ ¢
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EJERCICIOS:

a)

Resuelve cada una de las siguientes ecuaciones:

Ejemplo:
a? = kg dy =
dz =
mz = 169 m; =
mg =

2
p° = 10,000 Py =
P2 =
Xz = 6}4 Xy =
Xy =
t? = 1305 ty =
ty =

Tres observaciones importantes sobre vc

lo.

20.

3o,

81 ¢ es positivo (¢ > 0)
la rafz cuadrada de ¢ tiene dos valores:

uno positive y otre negativo.

Sicescero(cgo)

La rafz cuadrada de ¢ es igual a cero

81 ¢ es negativo (c < 0)
La rafz cuadrada de ¢ no es un nimero real. Ya

cuyo cuadrado sea negativo,
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Becuerda que:

(= [0 « [

Esto {iltimo nos dice gue:

2

La ecuacién x

X1 = h Xo

La ecuacidén x
x =0

La ecuacidén

o3
1

EJERCICIOCS:

a) Para cada una de las ecuaciones
siguientes anota en el parénte-
sis:
un 2,51 Ja ecuacidn tiene 2 ral
ces reales.
un 1,si la ecuacidn tiene raiz
cero.
un 0,si la ecuacidn no tiene -
raiz en los reales.

x* = 6l ( )
x* =20 ( )
X? = 130 ( )
x? = -1 ( )
x? = 36 ( )
w? =36 ( )
w? = -6 ¢ )
L% =-0 ( )
m? = 225,16 ( )

16 tiene 2 scluciones:

= b

0 tiene una solucién:
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c)

a) ¥ ademis:

b) ¥l producto de dos positives es positivo: {(4){+) = +
c) El producto de dos negativos es positivo: (~)(=} = +
d) El producto de cerc consigo mismo es cero: (0)(0) =0

= -16 no tiene solucidn en los reales

Escribe las soluciones de cada —
ecuacibn

Ejemple:
= 196 ry = 14
rz2 = —lh
= hOO tl =
Ty =
= 316 sp =
59 =
= hhl ay =
ar =
= 136 g1 =
g2 =

Comprueba cada una de las sclucio-
nes encontradas en el inciso ante-
rior.

Ejemplo:

r?= 196 { 1h)%= 1hxik = 196
ri= 14 N2 | _
L (e1N)2e(-1) (-1k)=196



iCufl serd la solucidn de la ecuacidn 2x2 - 200 = Q¢

Para responder, analiza lo siguiente:

2x? ~100 = 0

2x? +(-200) = o
[2x? +(-200)1+200
2x? +[(-200)+200]

0+200
0+200

2x? 40 = 0 + 200
2x? =200

3(2x*) = 3(200)
[2(2)] x* = 1 (200)

x% =} (200)
x% = 100

x =+/100

¥ = 10

Xz = =10

El procedimiento antericr puede ab

2x? - 2
2

Por lo tanto:

Para comprobar las soluciones, se
sustituyen los valores de la variable

Definicibn de sustracecifn

Sumando 200 a cada miembro de la —-—
igualdad

Propiedad asociativa de la suma.
Propiedad del inverso aditive
Propiedad del neutro aditivo
Multiplicado a cada miembra por %

Propiedad asociativa de la multipli-
cacidn.

Multiplieado 3 (2)
Definicifn de multiplicacién

Propiedad de la rafz cuadrada

Propiedad de la rafz cuadrada

reviarse, quedando:

X en la ecuacidn original y se verifi

ca si éstos la satisfacen

Veamcs:
1) Con x; = 10
2x%-200 = 0
2(10)%-200 = 0
2(100)-200 = 0
200 =200 = 0
c=0

00 = 0
x? = 200
0
W2 = 220
x% = 100
x =+xv100
X1=10
Xp ==10
2) Con x?% = -10
2x%-200 = Q
2(-10)%-200 = ©
2(1C0)-200 = 0
200 -200 = 0
0 =0
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Bn (1) y (2)

E se verifica que 10 y -10 satisfacen a la ecuacidn original
(2x* - 200 = 0)

Ctros ejemplos:

a) iCudl es la solucidn de 1a ecuacibn: 3x® - 27 = 07

3x% - 27 =0
3x% = 27
x? = 27
3
x? = 9
X = /9 = #3
Por lo tanto
X1=3
Xp ==3
Comprobacidn:
1) Conm X1 = 3 2) Con Xz = =3
3x%2 - 27 = ¢ 3x2 - 27 =0
3(3) =27 =0 3(-3)2- 27 = ¢
3(9) -271 =0 3(9) -271 =0
27 - 27 =0 27T - 27 = 0
b) 5x® =335 =@

Sumande 335 a cada miembro de 1la ecuacidn

(5x% -335) + 335 = 0 + 335
5x% = 335

Dividiendo cada miembro de la ecuacibn entre S

5x2 _ 335
p, 5
x?= 67

Apiicando el concepto de rafz cuadrada

x = +/67 Y6700,00 1 8.18
x = +8.18 300 161
v 139 GO 1628
8 76
Por lo tanto
X1 = 8.18
X2 =—8.18
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Comprobacidn:

1) Para x; = B8.18 2) Para x, =-8.18
5(8.18)% - 335 = 5(-8.18)* - 335 = 0
5(66.9124) -~ 335 = -0.4380 £ 0

334.5620 - 335
-0.4380

o OO0

Puedes ver gue al hacer la comprobacidn, el resultado (-0.4380) es aproximada
mente igual a cero. Esto es debido a que 8.18 es aproximadamente igual a V67 .

En general:

[Una ecuacién de la forma 2x2 + c = O tiene por solucidn a:
= +y= C
X - a
ksto se debe a:
axZ+e=0
(ax?+c)+(-c)=0+(-c) Sumando a cade miembro el inverso aditivo
de c.
(ax?+c )+ {-c)=-c Propiedad del neutro aditivo
ax®+[c+(-c)]=-c Propiedad asociativa de la adicidn
ax?+0=-c Propiedad del inverso aditivo
ax®=—c Propiedad del neutro aditive
;{ax2)= l(—c) Muitiplicando a cada miembro por el inver
a a .. i =
so multiplicativo de a.

l 21 . . - . . )
[E{a)] X ==E'(—c) Propiedad asociativa de la multiplicacidn
1{x?) =3 {-c) Propiedad del inverso multiplicativo
x%= i—(—c) Propiedad del neutre multiplicativo

x’= :i Definicidén de multiplicacidn
x = i%—g Definicién de rafz cuadrada
iCufl serd la solucidn de 1la ecuacidn 3x% =9x = 07
Para responder,analiza lo siguiente:
3x%-9x=0
3x(x-3)=0 Sacando como factor comin a 3x
For 1o ,3X=O Propiedad de la multiplicacidn por cero
tanto &
x-3=0
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AsT tenemos:

a) De 3x
1
'§(3x)

[5(3)]x

1x

b} De x-3
x+{(-3)
3% {x+(-3)]
x+[ (=3}+(3}]
x+0

x

En general:

4Cudl serd la solucidn de la ecuacidn ax?

Veamos:
ax? +bx = 0
x{ax+tb)= 0
Por 1o tanto:
x =0
§)
axtbh = Q

C+3
0+3
0+3

ax+b = 0
(ax+b)+(-b) = 0+(-p)
ax+{b+{-b)] = 0+{-b)

ax+0 = 0+(-b)
ax = -b
i(aX) = i(-b)
%&x)=—%
[i(a)]x = :S
_ b
X = a
xp = =b

Muitiplicando cada miembro por el inversc miitiplica-
tivo de 3

Prepiedad asociativa de la multiplicacidn.
Propiedad del inverso multiplicativo

Propiedad del neutro maltiplicativao

Propiedad de la multiplicacidn por cero

Definicidn de diferencia

Sumando a cada miembro el inverso aditivo de =3
Propiedad asccistiva de 1a adicién

Propiedad del inverso aditivo

Propiedad del neutrc aditivo.

+hx=07

Sacando a % como factor comin

Propiedad de la multiplicacidn por cero

Sumendo a cada miembro el inverso aditivo de b
Propiedad asociativa de la adicidn

Propiedad del inversc aditivo

Proviedad del inverso aditivo

Multiplicando a cada miembro por el inverso multipli-
cativo de a

Definicifn de multiplicacidn

Propiedad ssociativa de la multiplicacién
Propiedad del inverso multiplicativoe

Propiedad del neutro multiplicativo.
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Asq:

Una ecuacidn de la forma, ax®+bx=0 tiene por sclucidn
ac:

X1= 0
b

o=
2 a

Ejemplos:

. . 2
a) Las soluciones de la ecuacidn X" +10x = 0 son:

%= 0 X, = :%9“,= ~10

(observa que en la ecuacidn original: a = 1 ¥y b = 10)

Comprobacidn:
Con *¥, =0 Con X, = =10
02+1o(oﬁ = (-10)2+10(-10) =
0040 = (~10)(-10)-100 =
0+ = 100-100 =
0 =0 0=20

Concluimos, con esto, gque los valores O ¥y =10 para x satisfacen a la ecuacidn
2
Xx“+10x=0

o) Las solucicnes de la ecuacidn -15x%+hx = 0 son:

~iy L

X1 = o] Xp= _—l',:'z -h—lE

Observa que en la ecuacidn -15x°+4x = 0:

Comprobacién.
Con x3 =0 Con X, =]__li5
~15(0)+0 = -15 + =
040 = 0 5 2
5[ ey -
15715 15
16 . 16
15(§§§)+ 5 =
_(25x16) 16 _
15x15 15
-16 16
E + -]3 = 0
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¢) iCudles son las soluciones de la ecuacifn  10x%= 8x ¢

Para contestar la pregunta expresemos la ecuacibn dada en la forma ax4+bx=0

10x2=8x
10x%+{-8x )=Bx+(-8x) Sumando a cada miembro el inverso aditive de 8x
10x%-8x=8x+(-8x) Definicidn de resta
10x2-8x=0 Propiedad del inverso aditivo

La ecuacidn 10x°-8x = 0 tiene por soluciones a:

-{-8) 8
X =0, Xp = 0 T~ 1 0.8
Comprobacidn:
Sustituyendo los valores: x3 = 0 y x» = .8 en la ecuscidn original (10x°=8x).
tenemos:
Con x3 =0 Con xy = .8
z _
_ 10(0.64) = 6.4
1o(0) =0 6.h = 6.1
C =20 ' ’
De lo cual,concluimos que %3 = 0 y x, = ,8 satisfacen a la ecuacién 10x%=Hx.

EJERCICIOS:

Para cada una de las ecuaciones dadas, comprueba las soluciones bropuestas.

Ecuaciones
Ejemplo: Boluciones
2x%-3 = 0 X1 = 1.22
Xp = =1.27
Cemprobacidn
Con ¥ = 1.22 Con Xy = =1.22
2(l.22)%-3 = ¢ 2(-1.22)%-3 =
2{1.4884)-3 = 0 2(1.4884)-3 =
2.9768-3 = 0 0.0232 £ p
0.0232 = 0
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5x2 = 20

2x? -18 = ¢
6x%~384 = o
8x%-32x = 0

14x%+70x = 0

11

X3

X2

X1

X2

X2

X2

X1

X2

If

1]
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Hasta este momento hemog arrendide a resolver ecuaciones cuadrdticas incomple-
tas.

El siguiente cuadro resume nuestros resultados.

ECUACION 7
TNCOMPT,ETA SOLUCION METODO EMPLEADO
ax® = ¢ X1 = Xp= 0 Despeje de x
ax’+e = 0 X1 = :i
Despeje de x
Xy =Y =
a
2+ = = -
ax +bx 0 *1 ?b Factorizacidn
X2 = ==

Con lo gue hemos estudiadc, podemos preguntarnos si ya estamos en posibvilida--
des de resolver el Problems scbre los asistentes s la fiesta de Alejandra.

Quedamos en que el asunto se reducfs a resclver la ecuacidn®
2

E—-%—E = 66 en la gue n representaba el nimero de asistentes a la reunidn.
Veamos:
2
n"-n
z - 66
n*=n e .
2 5 )= 2(66) Multiplicande cada miembro por 2
r®-n = 2(66) Propiedad del inverso multiplicativo
nfen = 132 Maltiplicacién
n{n-1)= 132 Sacando a n como factor comfin
{(n-1)n= 132 Propiedad conmutativa de la multiplicacidn

Ahora fijemos nuestra atencidn en la ecuacidn:
(n-l)n = 132
Bsta representa el producto de los nfimercs:
‘n-1) ¥ n, el cual debe ser igual a 132

Antes de continuar, pensemos que:

(n-1) representa el antecesor de n
( sf existe, porque n # 0)

1. n es un nfimero natursl (n = nfimero dge asistentes a la reunidn)
2.
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AsT:

Resolver la ecuacifn(n-1) (n)=132 significa encontrar un naturals n,gue multi--
plicado por su antecesor, da por resultadc 132.

Revisemos los factores de 132

132 2 Por lo tanto, los factores de 132
66 | 2 son:
331 3 132 = 22x 3 x 11
11} 11 1,2,3,4,6,11,12,22,33,44 ,66,132
1 A oA

De esta lista, se pueden localizar
3 parejas de factores

(2,3), (3,4) ¥ (11,12)

en las que el primer elemento es -
antecesar del segundo elemento.

La pregunta, ahora, es:
¢Para cudl de estas parejas, el producto de sus elementos es 1327

La respuesta es: (11,12) 1o

x11
12

12

132

11 x 12 = 132

Este resultado significa que el nfimerc de asistentes a la reunién fue de 12.

Comprobacidn:

2
Bustituyendo el valor n = 12 en 1ls ecuacidn E—E:—E = 66  tenemos:

122 -12 _(12x1dhlp  _ 1kh-1z | 13 ey
2 - 2 - 2 T2 T

Con lo que comprobamos que se satisface la ecuacidn.

En esta seccidn, estudiaremos una forma general parsa resolver ecuaciones como -
la anterior. Antes de iniciarla, escribamos la ecuacion n2-n - g como x%-x - 66

2 2

AsT:

2
X -x _

5 = 66
x? -x = 132

2 - - . s
X"=x-132 = 0 Puedes observar que esta Qltima ecuacién es una a =1
ecuacién completa de segundé grado, en la cual: b = -1
¢ = -132
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En esta seccidn estudiaremos un método

bara resolver ecuaciones de segundo gra
do en general.

FORMULA GENERAL PARA RESOLVER UNA ECUACION DE 2o.GRADO

En la unidad anterior,sprendiste a factorizar trinomios., Utilizaremos los con-
ceptos estudiades para deducir la férmula general, que nos serviréd para encontrar
las soluciones de cualquier ecuacidn de la forna ax*+bx+e=0

Para iniciar,recordemos que:

X%+ 2x + 1 R hx?+ 16x + 16 x2-10x + 25

Son trinomios cuadrados perfectos ¥ bueden expresarse como cuadrados de un bi-

nomio.
x2 +2x +1={x+1)2
Ux2+16x + 16 = {2x + 4)?
x?-10x + 25 = (x - 5)2

Con esto, podemos resolver ecuaciones
nomio cuadrado perfecto v el otro sea un
siguientes ejemplos en los que el primer

en las que uno de los miembros sea un tri
nlmerc real. Para ejemplificar, veamos los
miembro es uic de los trinomios anterio—-

res.

2) Resolvamos la ecuacidn %2 + 2x + 1 = 0,
x2 +2x +1=0
(x#1)2 = 0 (x+1) (x+1) = 0
Por lo tanto:
x+1 =20
x = =1
Cemprobacidn,
Sustituyendo el valor de x = -1 en la ecuacidn original, tenemos:

(=1Y2+ 2 (1) + 1
BEs decir:

La ecuacidbn x’42x + 1 = 0 tiecne solucifa en los

reales que es:

x = -1

b) Resolvamos la ecuacidn: bx2+ 16x + 16 = 36
bx2+ 16x + 16 = 36
(ox +L P = 36

2x +h = £/36
2x + 4 = + 4

2x = - Uzb

x = - hth

2
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Por lo tanto: AsT:

_=b-6 10 _ X2 = =5
¥2= T =T = -
Comprobacidn:

Con xp =1 Con X = «5
bx?+16%x+16 = 36 Lx®+16x+16 = 36
B(1)2+16(1)+16 = 36 U(=5)2416(-5)+16 = 38
L{1)}+16+16 = 36 4{25)-80+16 = 36
L+316+16 = 36 100-80+16 = 36
36 = 36 36 = 36

Podemos notar que los valores x1 =1 ¥y X» = -5 satisfacen la ecuacidn

Lx?+16x +16 = 36
Es decir;:

Lo _ecuacidn L4x®+16x+16 = 36 tiene dos soluciones
en los reales gue son:

X1 =1 ¥ Xp = =5

¢) Por Gltimo, resolvamos la ecuacidn

x%= 10x+ 25 = ~100
(x=5)* = -100
x=5 =+v-1.00

X = +5 /=100

De acuerdo a 1o establecido en pAginas anteriores, sabemos que v~100 no es un
nlmero real ya que no existe real alguno cuyo cuadradc sea igual a -100C

Con €5to, podemos coneluir que:

La_ecuacidn x® - 10x + 25=-100
tiene golucidn en los reales.

peled
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Resumiendo:

Una ecuacién de la forma ax®+hxte = 0 cumple con una y s8lo una
de las siguientes condiciocnes:

a) La ecuacidn tiene una solucidn en los resales
b) La ecuacidn tiene dos seluciones en los reales

¢) La ecuacidn no tiene soluciones en los resles.

A continuacidn deducimos la férmula general para resolver una ecuacidn de se-

gundo grado.
to.

La deduccifn se fundamenta en compietar un trinomio cuadrado perfec

Supongamos que queremos resolver la, ecuacién:

ax2+bx+c
(ax2+bx+c)+(-c)
(ax?+bx)+(c+(-c) )
(ax®+bx)+0

ax”+bx

a(x2+ 2x)
a

Salxt+ )]

[S(a)1(x*+ )

=0

= 0+(~c)

1]

0+{-c)
0+(-c)

—_+——
a  La?

b°® - hae
a

La?
+/b2 --ltac
= Lka?
Y b2 -~ hac

2a

28

Sumando el inverso aditivo de ¢ a cads
miembro

Propiedad asociativa de la adieidn
Propiedad del inverso aditivo
Propiedad del neutro aditivo

Sacando como factor comin a "a"

Multiplicando cada miembro por el in--
verso multiplicativo de"a"

Propiedad asociativa de 1a multiplica-
cidn

Fropiedad del inverso multiplicativo

Propiedad del neutro multiplicative

Multiplicacidn en los reales

Sumando Ei
La?

& cada miembro

Suna de reales

Factorizande el binomio al cuadrado

Definicidn de raiz cuadrads

Propiedad de laz raiz cuadrada
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b -b /b?- lhac -b
— } (=) = &/ —== & (=) Sumando a cada miembro el inverso aditi
2 2a 2a 2a . -
tivo de b_
2a
[P+ (2] = &7 b?-hac | (=2 Propiedad iativa de la adicid
om e * S e piedad asociativa de la adicidn
v 2— —
x+0 = * 'EEEEEE + (55) Propiedad del inverso aditivo
v 2_ —
x = % b*-bac + GJE) Propiedad del neutro aditivo
2a 28
_ b ¥ b2-hac . , . e
X = Sa b T Propiedad conmutativa de la adicidn
_ =b#¥ bZ-kac
X = — %a Suma de reales

Concluimos gque:

La _ecuacifin ax®+bx+c=0 tiene por solucidn

a.
_ -b#/ pl.lac

2a

Conviene observar lo siguiente:

lo. En la solucién de la ecuacién s8lo aparecen los t&rminos:
"a'" que es el coeficiente dél términc cuadritico
"b" que es el coeficiente del té&rmino lineal

"e" que es el término independiente

20. En le solueidn aparece el términoc: b?-lae al que llamaremos DISCRIMINANTE
¥ del cual dependerid que la ecuacidn:

. tenga una solucibn real,
. tenga dos soluciones reales,
.+ no tenga solucidn real.

De acuerdo a:

« Bi el DISCRIMINANTE
si el DISCRIMINANTE
si el DISCRIMINANTE

AV I

0,
0
0

[N
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En los siguientes ejemplios, se utiliza la férmula general para resolver cada -
una de las ecuaciones dadas.

Ejemplo 1.
Solucidn de la ecuacién: x%- B8x - 8L =9

lo. Tdentificacidn de a, by c.

a = 1 (coeficiente del +&rmino cuadritico)
b = -8 (coeficiente del t&rmino lineal)
¢ = -84 (término independiente)

2o. Escritura de la férmuls general

=hxv bz—hac

2a,

30. Bustitucidn de los valores de a,b y ¢ en la férimula general:

x = -(-8)+v (-8)2-k(1)(-8L)
2 (1)

4o. Realizacifn de operaciones

_ Bxv/ 6L + 334
XA =
2
8+v Loo
X = ——
2
< = 8120
- 2
Por lo tanto:
B+20 8-20
X1 = X5 = ——
2
-2 - -le
T2 -
= 1L = =&
AsTy x; = 14 X9 = =5
50. Comprobacidn
verificando que los valores x; = 1h ¥ Xy = -6
satisfacen la ecuacidn %% ~ 8x -84 = 0
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Con x1 = 1k Con X3 = =6
(14)%-8(14)-8k = 0 (=6)2-8(-6)=84 = 0
196-112-8L4 = ¢ 36+48-84 = 0o
106-196 = 0 8u-84 =0
Conelusidn:

La _ecuacidn x® —Bx-84=0 tiene por soluciones a:

x; = 1k v x; = -6

En el paso (4) nota: que el DISCRIMINANTE b2-hac es igual a 400. Por lo gue -
ia ecuacién tuvo dos rafces reales: 14 y -6.

Ejemplo 2
Solucién de la ecuacidn: hx® -12x+9=0
lo. ldentificacién de a,b y ¢

a
b
c

-12
9

20. BEscritura de la férmula general

-btv b% _Lac

2a

X =

30. Sustitucidn de los valores de a,b y ¢ en la rrmuls general:

_ =(=12)2/ (-12)2-4 (4) (9)
- 2 (&)

X

Lo. Realizacifn de operaciones:

o lexy/ 1hh - 1))

= g
_1ex/ 0 1240 _ 12 3 _ 1.5
* 8 ~ 8 “@®Tz°+h
AsT; x = 1.5

50. Comprobacidn:

1.5 satisface 1la ecuacidn

Verificandc que el valor x

Lx2-12x+9= 0
L(15P-12(1.5)49= 0
i(2.25)-18+9= 0
9-18+9= 0
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Coneclusidn:

La ecuacibn bx?-12x+9=0 tiene por solucion a:
X = 1.5

En el paso (k) Nota: que el DISCRIMINANTE b2-hac es igual a cero. Por lo gue
la ecuacidn tuvo una rafz real: 1.5

Ejemplo 3.
Solucidn de la ecuacibdn: xZ+x+3 = 0

lo. Identificacidn de a,b v c.

& = 1
=1
c =3

20. Escritura de la férmula general

_ =b#v¥ b?lac

2a

3c. Sustitucidn de los valores de a,b ¥y ¢ en la férmula general.

_ =13/ (1)% k (1)(3)

- 2 (1)
Lbo. Realizacidn de cperaciones
=1+y 1 -12
X =
2
~13vV-11
x = ===

Como v-11 no es un ndmero real, x tampoco es real.
Conclusién:

La ecuacidn x2+x+3=0‘no tiene solucidn en los
niimero reales,

Un diagrama de flujo para resolver una ecuacidn de 1a forma ax?+bx +c=0,
€5 el gque se presenta en la giguiente hoja.
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DIAGRAMA DE FLUJO PARA RESOLVER

ECUACIONES DE LA FORMA ax’+bx+c=0

(1x1c10 )
L

IDENTIFICACION DE a,b,c.

L

SUSTITUCION DE LOS VALQRES g,b,c

_ -bx/ p? —hac

EN LA FORMULA x =
23

LA ECUACION TIENE DOS
SOLUCIONES REALES

LAS SOLUCIONES SCN:

-b +¥ 0% -bac
X1=
2a
-b -V b*® -lac
X2= Za

L

[ COMPROBACTON ]

( FInm )
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La ecuacidnmy no tiene
solucidn en los reales

La ecuacidn tiene una
solucidn real

LA BOLUCION ES
-b

x = ca

COMPROBACION
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EJERCICIOZ:

a) Escribe el término que Palta -
en cada expresidn de tal mane-—
ra que se obtenga un trinomlo

cuadrado perfecto.

Ejemplo:
x*+2x+ [1]=
yi-by+ [ =
x249z+ [ =

m?-3m+ =

q*-3p +[ J=

b) Representa a cada uno de los tri
nomios cuadrados perfectos del -
inciso {a) como cuadrados de bi-

nomios

Ejemplos:
x%40x+ 1 = (x+1)
m®-3m+ % = (meg)2
x2+1lbx+hg = (x+7)2

¢) Utiliza la férmula general para -
resolver las siguientes ecuascio--

nes.

2x%=Tx+3
2z2

3y 2+8y+h
6.2
3ri-pr
oy
oy2-3y
Lz2-8z-1
2x2

12t

d) Resuelve cada

=0
=Z+3
=0

=t -2
=2

=v + 1
=9

=0

= 3x + 20
= 4

una de las sigulen-

tes ecuaciones por el método de -
completar un trinomio cuadrado —-—

perfecto.
Ejemplo
x*+2x-80 = 0
x%+2x = 80
x%42x+1 = B0+1
{x+1)% = 81
x+]1 =#/81
X+l = #
X = -1 %
Comprobacibn
Con X3 = 8
(8)%+2(8)-80 =
6LU+16-80 =
Bo-8c = 0
Con Xz = =10
(-10)%2+2(-~10) =
100 «20-80 =
0=20
Por lo tanto:
x1= -1+9 = 8
Xa= —1*9 = -10
v by = ¢
a?+Pa = 5
mé+km = §
3x2-2x = 1
z%+6z = -8
—x%+hx= 28
q%-8q = -16

m?-Lkm+8 = ép
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FUNCIONES CUADRATICAS Y SU REPRESENTACION GRAFICA

Teotihuacan fue el asiento de una de las mis avan-
zadas culiuras que se desarrollaron dentro del frea -
mescamericana. En uno de SU perfodos de desarrcllo --
(1 a 250 afios Después de auestra era), su principal ac
tividad fue la construccidn. e edificaron, entonces di
versos conjuntos de templos, entre los gue destacan -
las pir&mides de la luna y del sol.

La pirémide del sol, es la de mayor volumen en Teo
tihuacan y la segunda en Méxicc, dnicamente superada
por ia pirf@mide de Cholula.

W
-
-
/44""' -

123



La base de esta pirémide es cuadrada, asi como --
sus diferentes niveles.

= [ —-]

Las dimensiones aproximadas de sus niveles son:

Nivel Medida del lado en metros

225
200
175
150
125
100

OV O |2

Al calcular el &rea de cada nivel (= 1%, en la que L es la medida del lado),
se tiene:

Nivel Area en metros cuadrados
1 225 = 50 625
2 200% = Lo 000
3 175% = 30 625
i 1502 = 22 500
5 1252 = 15 625
6 1002 = 10 000

Al concentrar los datos de la medida de los lados,y el 4rea del cuadrado corres
rondiente, tenemos:
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Al elaborar la grafica cartesiana

Lado Ares obtenemos;
L A
100 10 000 soogoob—F-F=-F—4—4-+4-4-4-
125 15 625 45 000 /
0 e2 500 40 000
175 30 625 15000
200 40 000 /
soo0of=——-F—~—-- -
225 50 625
25 000 _
Observa que los datos estdn concen -—.__________?/
trados en forma ascendente. 20000 //
1so00 = T=——]—
10 000
V.
5000 ”’,
0

25 80 76 D0 (25 150 I75 200 225

Puedes observar que la gréfica es un conjunto de puntos pertenecientes a una -
curva. Este tipe de curva recibe el nombre de parébola. Observa también gue pode-
mos decir que el 4rea estf en funcidn de iado. Es decir:

4 = f{x) = x° (en este caso)

Si sustituimos en la igualdad anterior a A por "y'",tenemos:
¥

v =X o fx) = x

Ejemplos:

a) Platiquemos mis acerca de la funcidn vy = x? Para hacerlo, asignemos valores

a mny calculemos los valores de "w" correspondientes. Por dltimo, trace
mos la grafica correspondiente:
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i0

4

[ — o

1434
42
%0
36
32
26
24
18
| 3

14

2

-8 -4

Podemos ver que:

La parfbola intersecta al eje x en el puntoc (0,0).Es decir:

y =0, cuando x = 0
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Otro ejemplo:

y = 2x%-10

Grafiguemos la curva cuya ecuacidn es:
lo. tabulando
x f{x)=2x%-10
-5 2(—5)2;10 =2 (25)-10 = ko
~4 2(-&)2-10 = 2(16) -10 = 22
-3 | 2(-3)%-10 = 2 ¢ 9)-10 = 8
=2 | 2(-2)%210 = 2 ( 4)-10 =2
-1 2(~1)2~1o =2 (1)-10 = -8
o] 2 0)%-10 = 2 { 0)-10 = <10
1 2( 0?0 =2 ( 1)-10 = -8
2 | 2( 2)%20 =2 ( 4)-10 = -2
31 2(3)°-10=2(9)-10 = 3
b | 2 k)*-10 = 2 (16)-10 = 22
5 | 2( 5)°-10 = 2 (25)-10 = Lo

Cbserva que:

La par&bola intersecta al

las x en dos puntos.

eje de

Es decir: y =0

x = 2.23

8]

x = =2.23

cuando
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EJERCICIO:
Resuelve la ecuacifn 2x°-10 = 0 utilizando cualquiera de los métodos conocidos.
Otro ejemplo:

¢Cull es la gréfica de la éurva cuya ecuacidn es

Yy =x% - 2x + & ?
lo. tabulando.
' r4
iz
X Ng (x,y) VP /
T
1 3 (1,3) e
o | b | (o) AL 4R
-1 T (-—l?) 40-8-5-4-25 2I4GBIO
2 ! {(2,4)
3 T (3,7)
-2 12 (-2,12)
L 12 (4,12)

La grifica de la paribola muestra gue &sta no intersecta
al eje de las x.

iCulles son las soluciones de la ecuacidn x2- 2x + k4 = 0% Es decir, Ipara qué
valores de x, v = 07

Para responder, resolvamos la ecuacidn:

x2 ~2x +L =0

Solucidn:
lo. Identificacidn de a,b y ¢ a= 1

b = -2

c =14
20. Escritura de la férmula general _biw“gijzgg

X = -

2a
3o0. Sustituyendo los valores de a,b y ¢ en la fér- _ ~(—2)i/k-2)2—h(l}(h)
mula general X = > (1)
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4°. Realizaci®n de operaciones: /L2186 ox/Tip
2 z2

OUbserva el diseriminante, (-12), &ste e:s menor gue cero, por lo gue ls ecus-—-
cibn x*-2x+h = 0 no tiene solucidn en los reales.

Definicifn:

31 a,b ¥ ¢ son nimercs reales a = 0.

Una funcifn de la forma y = ax’+bx + ¢ recibe ol nombre de funcidn
cuadritica en una variable ¥y su grafica es una curva 1lamada PARABO
LA.

EJERCICICS:

1) Grafica las siguientes funciones. Auxfliate completando ls tabla correspondien
te.

a) y = x*wx -2

X ¥ {x,y)
3 4 (3,4)

2 C (2,0)

1 |-z (1,-2)

o |-2 (0,-2}

-1 0 {-1,0)

-2 h (~2,4)

FPreguntas:

iLa pardbola corta al eje x?

31 tu respuesta es afirmativa indica en GUE punto:

o
[t}
=
]
I
\S
-

]
=l lo] x
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c) y = x*+6x+9

(x,¥5)

W [Q

¢En qué puntos se intersectan la parfbola y el eje x ?

¢En qué puntos se intersectan el eje

x ¥y la parfbola?

Podemos resumir lo estudiado, utilizando el siguiente esquema:

La gréfica de una parfbola
cuya ecuscibn es:

Yy = ax?+bx+e

La solucién o soluciones de
1a ecuacién

ax’+bx+c = 0 son:

I Intersecta al eje de las x Reales y distintas
en dos puntos.
II | Intersecta al eje de las x Reales e iguales
en un punto
IIT| No intersecta al eje Imaginarias {es decir, nc son

de lag x

reales).
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BJERCICIO:

a) Grafica cada una de las siguien- b) Resuelve las ecuaciones:
tes funciones.

N -x* ~x" =0
¥y = x2+3x x2+3x =0
v = x%=5x x%~5%x =0
¥y = 2x%+8x+8 2x24+8x+8 = 0
y = x%-5 x*-5 =0
y = 2x%+p 2x%*+2 =0
y = -x°+6 -x%+6 = 0
¥ = x2-2x+1 x? -2x+1 =0

La fotografia de arriba muestra el puente en la Bahfa de Nueva York.

El cable de soporte en el puente asemeja parte de una parébola.

El diagrama de abajo muestra el cable de un puente que tiene una forma miy pa-
recida a una parfbola.

R —

[ T
mg -
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b) Un rayo de luz que llega a una superficie reflec
tora plana se refleja de tal maners que los ra--
yos de incidencia y de reflexidn son iguales..

T3,

Y

Los rayos de luz dirigidos hacia un espejo ordi-
nario se reflejan en todas direcciones.

Los rayos de luz gque salen de una fuente lumino-

sa colocada en el foco de una pardbola, se refle
Janen linea rects.

El corazdndel telescopic Hale en
el Monte Palomar es un espejo parabd-

lico de 5 metros de didmetro.
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¢) Una aplicacién de los espejos -—-
parabdlicos estd en la concentra
cidn de energfa solar para uso -
en los hornos solares.

d) Algunas conchas aclisticas se fa-
brican en forms de paribola con-
objeto de que las ondag de soni-
do se reflejen en linea recta.

\_-

Al realizar les siguientes instrucciones, terminards con el trazo de una pardbo-
la z través del trazo de segmentos de recta.

Actividad:

lo. Traza dos segmentos de recta de tal manera que

se forme un &ngulc agudo.
'<
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20. Divide a cada segmento en doce(12) partes igua
les. Enum#ralas como en 1s figura:

30. Une los puntos 1 con 1,2 con 2,3 con 3.-..
hasta 12, utilizando segmentos de recta.

La curva obtenida es una pardbola.

APLICACION DE LA SOLUCION DE PROBLEMAS.

En la introduccién de esta unidad, se desarrolld el

problema sobre "Una reunién de amigos", el cual consis x2-x _ 66

tia en encontrar la solucidn de 1a ecuacibn; 2

o bien, de la ecuacidn equivalente a &sta: x%-x = 132
(x%-x-132 = 0)

En este momento, ya podemos resolver utilizando --
cualquiera de los métodos apropiados, desarrollados en
las secciones precedentes.

bty b-hac

Para hacerlo, utilizaremos la férmula general: X = 5a
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En la que: a=1, b =-1L, ¢ = -132

—{(-1)2/(-1}5-u(1)(-132)

Asf, sustituyendo los valores de - X = 2 (1)
a,b v ¢ en la fSrmula general:
_ 1t/ 14528 _ 1ty 529 _ 123
2 2 T2
Por lo tanto: X1= ite3 = EE = 12
2 2
_ 1-23 -22 _
X2= % =35 = 11
¥ = 12, x2 = =11

Tenemos dos soluciones a nuestro problema:

1) Una positiva, que es 12 y
2) Otra negativa, que es =11

Como x en nuestro problema original representa el nimerc de asistentes en la
- -~ rd s 0] - -
reunidn, x deberad ser un nilmero entero positivo - no tendria sentido habliar de -
=11 personas como asistentes.
Ast:
La solucifn a nuestro problemas es:
x = 12 personas

Resultado que ya comprobamos.

Con frecuencia, tendremos que resolver problemas como éste,para resolverlos, -
tendremos que:

a)} Entender el problema
b) Bscribir la ecuacidn cuadrética correspondiente

c) Resolver la ecuacidn cuadritica
4} Comprobar el resultado.

El siguiente esquema puede ayudarnos a comprender estas ideas:

/”_? Abﬂ"‘ﬂcﬂdﬂ
Planfteamiento
Probl
de io Ecuacion

Apdicacion
de ku Teoria

Comprobacidn
—_— Sokscion (__—/
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PROBLEMAS:

Resuelve cada uno de los siguientes problemas. Inicia planteando la ecuacidn
correspondiente, paspuds, resuslvels por cuaiquiera de los métodos aprendidos en
esta unidad y terwine,comprobando tus resultados:

1. La altura de un rectfngulc mide 5 metros mas que la base. 5i se sabe que -
el drea de ese rectingulo es igual a 100 metros cuadrados, calcula las di-
mensiones de sus lados.

2. Se desea cubrir un piso cireular con tapete ¥y se sabe que el Area del piso
es de 310 metros cuadrados. Cufl deberd ser el radio del efreulo formado -

por el fapete?.

3. 81 el producto de dos nfmeros consecutivos es igual a 342. sCudles son esos
nlmeros?

4. Si se compran boletos para el teatro con un costo de $22,500.00 y el nimero
de los boletos resulta igual al precio por boleto.

;Cuéintos boletos se compraron?
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QUE TODO NUESTRO CONOCIMIENTO EMPIEZA -
CON LA EXPERIENCIA, ES EFECTIVAMENTE CQ
SA SOBRE LA CUAL NO HAY DUDA ... PERO

AUNQUE NUESTRO CONOCIMIENTO EMPIEZA CON

LA EXPERIENCIA, NO NACE TODO £L DE LA
EXPERIENCIA,

EMMANUEL KANT
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I NT R CDUTCTCTIOCN

Ta humanidad, a través de su evoiucién, ha desarrcllado los conceptos y esto -
seguramente - ha sido a partir de elementos que el mundo fisico le ha sugerido.
Por ejemplo: el concepto de punto habréd nacido, tal vez, a partir de la marca que

un lépiz deja sobre el papel (o algo semejante); el segmento de recta habréd sido
originado cuando alguien observd una cuerda estirada; quizi, la imagen obtenida -
al observar el sol haya sido la semilla del concepto de circulo; de manera similar,
por observacidn, el vuelo de algln insecto condujo al concepte de linea quebrada; -
las celdillas de un panal pudieron ser el principio de la formecidn del concepto de
exfgono, ete.

Posteriormente, el estudio de estos conceptos ha tomado derroteros especiales: -
el andlisis de las caracteristicas de los conceptos. Para ello, se ha auxiliado de
clasificaciones y, &stas, han conducido a nuevos conceptos. As{ se ha llegado a log
de peligono, tridngulo, pentigono, &ngulo, bisectriz, ete. El intérés ha cenducido,
tambifn, & la determinacidn de las relaciones existentes entre los conceptos y los
elementos producidos en su aplicacidny esto ha hecho que en geometris se conozea la
congruencia y la semejanza de figursae.

En todo este proceso, ha jugado un papel muy importante 1la légica; ya que, a tra
vés de &sta, la geometria ha podido constituirse en un sistema deductivo.

En esta unidad, presentamos entre otros, los siguientes contenidos:
~ Los poligonos y su clasificacidn.

La relacidn de congruencia entre trifngulos.

Algunas propiedades de los trifngulos y de los paralelogramos.,

Aplicacicnes de las propiedades estudiadas.
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OBJETTVOS PARTICULARES:

Clasificarid los poligonos.

Analizari los casos de congruencia de trifngulos.

Tnferird las principales propiedades de los tridngulos y los paralelcgramos.
Aplicard en problemas concretos, las propiedades estudiadas.

OBJETIVOS ESPECIFICOS:

Clasificard los poligoncs por su nimero de lados y por la medida de sus &n-—
gulos.

Clasificaré los trifingulos segln sus lados.

Clasificari los trifingulos segln sus Znsgulos.

Clasificard lcs cuadriléteros en relacidn con el paralelisme de sus lados.
Postulard los tres cascs de congruencia de trifngulos.

Distinguiré ccngruencia directa e inversa de trifngulos.

Comprobard los postulados de congruencis de trifngulos, mediante rotaciones,
traslaciones y simetrias.

Inferiré gue la suma de los Angulos interiores de un tridngulo es igusl a -~
180°

Inferird los corclarios de la propiedad 1.

Inferiré la propiedad relativa a los &ngulos opuestos & lados iguales del —-—
trifngule isbsceles.

Inferird la relaciones entre lados y angulos de un triéngulo.
Inferira las relaciones entre los lados de un triingulo.
Aplicard el concepto de diagonal de un poligono.

Inferird las principales propiedades de los paralelogramos.
Inferiri corclariocs ée las propiedades sobre paralelogramos.
Aplicard el teorema de Pitigoras en problemas précticos.

Aplicaré en ejercicios, las propiedades vy corolarics sobre paralelogramos.
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POLIGONOS

CURVAS C FIGURAS

Iniciemos esta unidad recordando algunos conceptos estudiados en tu pri-
mer curso de MatemaAticas. Para ello, observa las siguientes curvas:

A) p
P P i R i ]
(1) (2) (3) P {(4)

Son curvas que se han trazado a partir de un punta "P" del plano, siguien
do una trayectoria sin levantar el lapiz del papel y regresando al punto inicial.

B) Ahora, observa estas curvas:

= ) A~

Tambi&n pueden trazarse a Partir de un punto inicial ¥ siguiendo una tra-
yectorla sin levantar el lapiz del papel; perc, como puedes observar, no se regre-
sa al punto inicial.

Las curvas del inciso A son ejemplos de curvas cerradas, las del inciso B
son ejemplos de curvas no cerradas.

Centremos nuestra atencidén en
las curvas del inciso 4. De éstas, se -

P
Puede observar que las correspondientes
a (1) ¥ (&), tienen dos puntos por los
que se pasa dos veces: P ¥ Q en la curva
(1) ¥y Py R en 1la curva {L). R
4
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Esto no sucede con las cur-
vas (2) ¥y (3), sblo hay un punto por
el gue se pasa dos veces y éste es -
el punto inicial "P".

Definicidn: Una curva cerrada eg simple, si al trazarla, el flnico punto por
el que se pasa dos veces es el punto inicial.

EJERCICIO:

Para cada una de las siguientes curvas escribe en el paréntesis correspondien-
te una S si es una curva cerrada simple, ¥ una N si no lo es.

() } () [::::] { )
C ()

LINEAS QUEBRADAS
Sabemos gue dos puntos del planc determinan una, y s8lo una, lfnea recta.

Ejemplos:

T
fl f)z s
8 P f3
A
Q
T
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Los puntos A y B determinan la recta £
Los puntos P y Q determinan la recta 2,
Los puntos S y T determinan la recta £

En cada una de las rectas anteriores las parejas de puntos determinan un
segmento {nico.

S
£ {2
B P 3
A
Q
T
Consideremos ahora tres pun-
tos Ay, Ax, Ay del plano, gque no sean o A2
colineales.
Al
L
A3
]
Y formemos los segmentos
Ay Ay ¥y Az Ay
A2
Al
A3

Esta curva es un ejemplo de 1linea quebrada. Otros ejemplos de lineas que-
bradas son:

Az & Ag
Agq A4 Ag
A As
As ! A A3
A Ag Ag
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La sucegifn de puntos Ay, As, A3""5An determina en cada curva segmen-—
. 2 A
tos A]_Ag, A£A3, AgAq,...,nn_l e
En cada una de estas 1fneas quebradas, podemos considerar el segmento de
terminado por el punto Ay (dltimo punto de la sucesidn) y el punto A; (primer - -
elemento de la sucesién), obteniende curvas como las siguientes.

AZ A3 A2
Agq
A4
As Al
A5 Al 3
3
A2 AS

A
{1} (2) {3)

Puedes ver que las curvas (1) v (2) son cerradas pero no simples y la -
curva (3) es cerrada simple. Esta filtima es un ejemplo de las llamadas peligonos.

Otres ejemples de polfgonos son:

JT TG

Definicibn: Un poligono es una 1%nea guebrads cerrada
simple.

De hecho:

Un poligons ez un conjunto de puntos en el plano determinadc por Segmen-
tos de recta cuyos exiremos son puntos en sucesidn: A1, Az, Az,..., An con las -
glguientes caracteristicas.

L.- A1 menos hay 3 puntos en la sucesidn
2.~ Tres puntos consecutivos de la sucesion ne son cclineales

3.~ Cada par de segmentos determinados, o no se intersectan o se intersec
tan en un punto de la sucesidn.
4.- Cada punte de la sucesidn eg extremo de, solamente, 2 segmentos,
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Observa:

Ay ¥ A; no determinan un poligono. No se cum-

r////////////ﬁl rle la condicidn 1,

Los segmentos Ajds ¥ AjAy se Intersectan en un
punto gue no es de la sucesifn A1, A, Az,A,. No se
cumple la tercera condicién.

Asg
Ay
Az
Ay _ Bl punte As es extremo de 4 segmentos(ﬁzﬁg,ﬁgﬁq,

AsAz, AshAg). No se cumple la cuarta condicidn.

N

EJERCICICS:

a) Para cada una de las sigulentes curvas escribe en el paréntesis correspondlien—
te una P, si es un poligono; o una N, si no 1o es.

VAN
AN
[ =
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e

b) A continuacidn 5& te presentan varias figuras geomdtricas. Indica cufles de -

ellas son poligonos. En caso de que no se trate de un woligone expdn las razo
hes de ello.

Observa los ejemplos:

3\

S1 es un nolfgono No es un polfgono pues
to gue no esti formada --
por segmentos.

= &
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EL POLIGONC Y EL PLANO

Come cualquier curva cerrada simple
un poligono separa al planc en tres --
subconjuntos ajenos, gue Son: el inte—- \
rior del pollgono, el exterior del poli

gono y el polfgonc mismo. Poligono

La unidn de cualguier poligono y su interior se llama FEGION POLIGOKAL.

POLIGONO INTERIOR DEL REGION
POLIGONO POLIGONAL

POLIGONO INTERIOR DEL REGION
POLIGONO POLIGONAL

Es muy comin utilizar la palabrz poligono para referirnos, indistintamente, a
1a regidn peligonal o - exclusivamente - a la lines quebrada cerrada simple.
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Por ejemplo: B C

El poligono ARCDEF es un hexfgo
no, en este caso estamos utilizando 1a
palabra poligono para referirnos excly A D
sivamente a la figura formada por los
segmentos de recta.

F E
El poligono ABCDEF tiene una Grea— B c
de 10 sz, en este caso estamos utili-
zando la paliabra poligono para relerir
nos a la regidn poligonal.
. A b
F E

EJERCICIC:

Fara cada unc de los siguientes conjuntos de runtes escribe sobre la 1ines si
corresponds a un poligonc, sl intericr de un peligono o a una regidn poligonal.

-

pofiganal Potigona Interior dal poligono

Ejempla:

i

;
>

by A
»

?7
_
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ELEMENTOS DE UN POLIGONG

Observa el siguiente - Los puntos A, B, C, Dy E reciben ¢l nombre de ——
poligono: vErtices del pollgono ABCDE.
Los segmentos AB BC, CD DE v EA reciben el - —-
8 nombre de lados del pollgono.
Los &ngulos: 4 A, 4 B, 3C, 3D,y 4 E son Angu-
¢ los internos del poligono.
D
E

A y B son vértices consecutivos del polfgono.
Ay C son vértices no consecutivos del poligono,
En general:

Dado un poligono determinado por lecs puntos Ay, Az, Ag,...An.

1) Los puntos Ay, As, Agy... A reciben el nombre de vértices.

2) Los segmentos  Ajfp, Apfs, AgA“J"'An—lﬁﬁ’ AnAl reciben el nombre de lados.

3) Tres vértices consecutivos determinan un angulo interno del polfgono.

Ejemplos: Total
Los vértices son: A,B,C,D,E y F. 6
Los lados son: AB, BC ¢h, DE, EF, y FA. 6
Los &rngulos son: %A éB_ éC %D SE v SF. 6

Angulo interno E
Total
Los vértices son: A, Cy D !
c B no es vértice, pues no es extre
mo de alglin segmento _del poligonc.
Los lados son: AC, CD y DA 3
Los dngulos sen: ¥ A, § Cy ¢ D, 3
B
A D
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Total

4

A 8 Los lados son: AB, BC, CD y DA U
Los &ngulos son: ¥A,3B,3C y 4D &
D
C

Puedes observar en los ejemplos anteriores, que para cada polfigono el nfimero
de vBrtices, lados ¥ &ngulos es el mismo: 6 en ol primero, 3 en el segundo y 4 -
en ei tercero.

Los vértices son: A,B,C y D.

EJERCICIO:

Determina los vértices, lados y Engulos de los siguientes poifgonos:

B Vértices:

Lados:

Angulos:

C

Vértices:

=]
Lados:
Angulos:

B Vértices:
L7 N Lados

Angulos:

A

(.\ D

A As Virtices:
A, Tados: .
Angulos:
A
Ae Ay
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CLASIFICACTON DI POLIGONOS

q Lo - N N . -
Para muchos propdsitos es conveniente clasificar los poligoros, esto lo node-
mos Lacer de dog maneras diferentes: por el niimerc de sus lzdos ¥ por su forma.

a) Por el anfimerc d=2 sus lados.

Por lo visto anteriormente, podemos decir que un poligonc puede tener: 3, M
“

5, 9....n lacos,
Le tabla siguiente resume la clasificacidn de poligonos segln su nfimera de -
lados.

TRIANGULOS ENEAGONOS

Tras lados Nueve lados

CUADRILATERQS DECAGONOQS

Cuatro lados Diez lados

PENTAGONOS ENDECAGONOS

Cinco lados Once lados
‘f | |
HEXAGONOS DODECAGONOS

Seis lados Doce lados
EPTAGONOS :
Siete lados .
POLIGONOS DE
OCTAGONOS N LADOS
IL Ocho lados
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EJERCICIO:

Anota el nombre que corresponde a cadas polfgono atendiendo al nfmerc de lados

que lo forman.
b) Por su forma.

La siguiente es una propiedad que nos serviri para hacer otra clasificacidn -
de los poligonos:

Cualquier recta en el plarc divide a éste en tres conjuntos ajenos:
La recta miema y dos semiplanos.

Observa:
I
rrf['fﬁ

SEMIPLANO 2

]
TR
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SI En este polfgono, la recta £, de-

c terminada por log vértices A v D se-
B £ para el plano en dos semiplancs 3; ¥
D59 .
D Ademés los otros lados del poligo
no guedan contenidos en un mismo se-
Sz miplano.

Para cada unc de los lados del poligono ABCD podemos hacer azlgo similar a lo
hecheo para el lado AD,

Observa:

Sz

Si

Sz

Si

S2

Si
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¢Podemos decir lo mismo para el poligeno PQRE?

Q

La recta %5 que contiene al lado SR del poligono, divide al plano en dos semi-
planos y no sucede gue los otros lados del polfgono queden en un mismo semiplano.

Por ejemplo:

Definicidn: Un polfgono es chn
recta que lo contiene dive
semipl

cavo si tiene
de al polfgono en dos
anc y la obra contenida en el otro semipla

» &l menos, un lado tal que: la

partes, una cocntenida en un —-
no.

Ctros ejemplos;

Fig. (2)
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- ' . "
Los poligonos anteriores son cbneavos, cbserva lo siguiente:

A
i
P 2Q Q
,/
/// R . 2
SSI S R >
al Sz Sz
4

Para el poligono de la figura 1 existen dos lados, en los gue: las rectas que
contisnen a cada uno de ellos, dividen al polfgono en dos partes contenidas en se-

miplancs diferentes.

EJERCICIO:

Explica por qué el poligono de la figura (2) es cdnecavo.

Definicidn: Un poligono que nc es concavo recibe el nombre de convexo

Ejemplos:

Az

s A Aj
Q R
A7
A3
E B
- s A Ad
A c >
D c

As

Los poligonos anteriores son convexos, porque no €s posible encontrar para ellos
una recta que contenga a unc de sus lados y que los divida en dos partes contenidas

en diferentes semiplanos.
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EJERCICIO:

Para cada uno de los si

guientes poligones escribe, en el paréntesis correspon-
diente un 1 si el roligono

- - -~
85 convexo, y un 2 si el poligono es cdncave.

Ou
ﬁ()

()

@()
®()
OH

/
[T o OF
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Resumiendo 10 anterior, podemos decir que tenemos dos clasifacicnes de los po-
rd - . .
ligonos. Ilustramos esto con los siguientes diagramas:

.
Haxdgonos

Tridnguios Concavos Convexos
Poligonos da .
Pantdgonos
n lados
Cuodrilotercs
EJERCICIO:
Responde las siguientes Preguntas:
1) iUn tridngule puede ser cdncavo? porgue
2) &Todos los cuadrildteros son convexos? Ejemplifica tu respuesta di-
bujando cuadriléteros.
3) iTodos los pentigonos son cBnecavog? Ejemplifica tu respuesta.

POLIGONOS CONVEX0S

De agul en adelante nes dedicaremos exclusivamente al estudio de poligonos con-
vexos.

Los poligonos convexos se clasifican en regulares e irregulares,

Un poligono es regular si sus lados son congruentes (miden lo mismo) ¥ sus &ngu
gulos también. En caso contrario se dice que el poligono es irregular.
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La siguiente tabla resume la clasificacifn de los poligonos convexos ENl reglu-
lares e irregulares.

REGULARES IRREGULARES

—~ AV A

—|0 0N
— 0000
—]00|00
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ACTIVIDADES:;

1) Una forma, interesante de cbtener poligoros regulares es atando nudos de papel.
A continuacidn te Presentamos dos formas de obtener poligonos regulares,

a) Pentfgono regulsasr,

L ]

Se utiliza una tira de papel -
larga v de ancho consgtante,

Se hace un nudo como lo muestra -
la Tigura (1), se aprieta ¥ se forman
los pliegues para obtener la figura -

(1)

Se cortan lss plezas sobrantes y
ge obtiene el pentdgono de la figura-

(3)

b) Hexfgcno regular.

Se utilizan dos tiras de papel de
igual largc y ancho.

Se hace un nudo como 1o muestra -
la figura (1), se aprieta y se forman
los pliegues para obtener la figura -
(2).

Se cortan las piezas scbrantes ¥
se obtiene el hexfgono regular de ls
figura (3).

(3)
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2) Otra forma de cbtener algunos poligonos regulares es utilizando regla y -~ ~-
compés.

a) Cuadrado.
Se traza una cirecunferencia con radio arbitra
rio.
Be trazan dos difmetros perpendiculares y se
determinan los puntos de interseccidn con 1a
circunferencia A, B, C y D. D B

A
Se trarzan los segmentos Eﬁ; EE} D y‘ﬁK . c
A

D 8
El poligono ABCD es un cuadrsdo . @

c
A

D<<:::::::>bs
c

{Podrés utilizer estos trazos para obitener un octigono regular?

Explica tu respuesta.

b} Hexfgono regular.

Se traza une circunferencia con radio arbitra
rio.

Se marca cualquier punto de la circunferencis.
P
R
s Q
T P
U

Partiendo de este punto ¥ con una abertura --
del compls igual al radioc de la circunferen-—-
cia trazada, se marcan puntos sucesivos de la
misma (Q, R, S, T y U).
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El poligono determinade por estes sels puntos es
un hexigono reguisr,
iPodras utilizar estos trazos rara obtener un --—

trifngulo equildterno? Explica tu --

respuesta.

3) Calca en cartulina la siguiente figura y recorta cuidadosamente las piezas se—

fizladan.

a) Completa anotando el
nombre en los renglo
nes de la figura co-
rrespondiente:

=

&2 =5 M 2 oo o

b) iCon cufles de las figuras recortadas puedes former: wm cuadrado?, un trifnguio?

un recténgule?.

c) Utiliza todas las piezas para obtener las siguientes Tlguras:

N
/ ‘
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5l siguiente cuadro resume 1z cl
la congruencia de sus lados ¥ a

CLASIFICACION DE TRIANGULOS.

POR LA

CONGRUENCIA
DE SUS LADOS

asificacidn de los trifngulos, de acuerdo & -
la medida de sus Znegulos.

EQUILATERO

Sus tres lodos

son congrusntes

ISOSCELES

Dos de sus lados

8an congruentes

ESCALENO

Ningin par de lodos

és congruente

POR LA MEDIDA

DE SUS ANGULOS

RECTANGULO

Tiene un dngulo

racto,

ACUTANGULO

Sus tres dngulos

son agudos

OBTUSANGULO

Uno de sus dngulos

8s obtuso

|

162



a)

EJERCICIOS::

Anota el nombre que reciben los siguientes tridngulos de acuerdo a la congruen
cia de sus lados y a la medids de sus fngulos.

PN

Congruencia entre lados Esealeno Congruencia entre lados

Medida de sus &ngulos _Rectdngulo Medida de sus &ngulos

ANA

Congruencia entre lados Congruencia entre ladosg

Medida de sus &ngulos Medida de sus dngulos

iPuedes trazar un tridngulo que tenga 2 Angulos cbtusos?

$Qué problemas encuentras?

¢Puedes trazar un trifngulo gue tenga un fngulo cbtusoe vy uno recto?
4Qué problemas encuentras?

CUADRILATEROS.

En tode cuadrilétero podemos identificar relaciones entre sus elementos.

Observa el siguiente cuadrildtero:
B

En el cuadriléterc ABCD AB y DC son lados opues
tog. De igual manera gue DA y CE.

Log lados AR y BC son consecutivos, tienen un -
extremo en comiin, que es el punte B.

Los dngulos 3 A ¥y ¢ D son consecutivos, tienen
un lade comiin, que es el lado AD.

Los &dngulos 9 A y 9 C son cpuestos por no ser -

D consecutivos.
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Ejemplo:

Q R __ Lados consecutivos: Eﬁ ¥y ﬁﬁ, aﬁ' ¥y RS, ﬁg'y §§,
SP oy PQ. . -
Lados opuestos: PQ ¥y RS, @R y TS.
Angulos consecutivos: 4 P ¥9Q2 92y 9R, <R N
98,98y JP.
Angulos opuestos: 4 p ¥y 9R, 94 vy 4s8.
P S
CLASIFICACION DE CUADRILATERCS,
Para clasificar los cuadriliteros, se toma en consideracidn 1a relacitn de pa
ralelisme entre sus lados ¥ las relasciones de congruencia entre sus lados ¥ entre

-
sus angulos,.

CUADRADCS :
Todos sus lados
scn congruentes
¥ también sus -
Engulos.

PARALELOGRAMOS
Cuadrilidteros que-—
tlenen dos pares -

de lados paralelos.

RECTANGULOS ;
Todos sus &ngu-
los son con- -
gruentes.

ROMBOS :
Todos sus lados
son congruentes.

ROM30IDES:

Los lados opues
tos son congruen
tes tienen dos -
Zngulos agudos y
dos obtusos.

TRAPECIOS:

Cuadriléteros gue-
tienen solo un par
de ladcs paralelcs.

0 O
aeay
ARN

TRAPEZOIDES :
Cuadrilitercs que-
no tienen algftn -
par de lddos para-
lelos,

~.
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La clasificacidn de los cuadriléteros puede representarse mediante el siguien
te diagrama de Venn. B

CUADRILATEROS.

|

Observa que los cuadrados tienen las propiedades que caracterizan a los rectég
gulos ¥y a los rombos.

EJERCICIOS:
&) Califica las sigulentes proposi- b) Dibuja los sigulentes cuadriliteros.
clones, anotando en el paréntesis
falso o verdadero gsegln correspon 1l.- Cuadradoc 5.- Trapezoide
da.
2.- Romboide 6.~ Recténgulo
Tedo cuadrado es un rombo ()
3.- Rombo f.- Paralelogramo

Todo rectdngulo es un cuadradc {
4.- Trapecio
Algunos rectfngulos son cusdrados ( )

Todo cuadrade es un paralelogramo ( )

Todo paralelogramo es un trapecio ( )
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¢) Marcs Con una cruz para indicar si la figura corresponde al cuadrilidtero men-

cionado en el rengldn superior de la tabla. Observa el ejemplo.

Nombre 1
Trapezoide | Trapecio Forglelogramd ~ Rombo Rectdnguio { Cuadrada Romboide

Figura

/ z
E
< ‘
LE
o
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ACTIVIDADES:

a) Utiliza tus conocimientos scobre poligonos para obtener lo que se te pide en ca
da una de las siguientes figuras formadas con cerillos. Ten a la mano ceri-— -
1los para reproducirlas.

1) Quita cuatro cerillos de tal 2) Quita cuatro cerililos para obtener cin-
forma que te queden cuatro - co cuadrados.
triéngulos equildteros.

3) Cambia dos cerilios de posi- 4) Quita cince cerillos para dejar tres cua
cidn y agrega otro para formar drados del mismo tamafio que el de los ori
dos rombos. ginales.

5) Quita seis cerillos para obte- ©) Cambia de lugar tres cerillos para obte-
ner tres cuadrados. ner tres cuadrados iguales.

= j

b) Corta seis tiras de estambre de 5, 7, 9, 11, 13 y 15 centimetros de largo.
Trata de construir los trifngulos regueridos de tal manera gue sus lados ten-
gan las medidas de las tiras en cada uno de lcs casos.

-

5 cm.

7 cm.

9 en.
11 om.
13 cm.
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l.- Con las tiras de 5, 7 ¥ 9 centimetros.
2.- Cen las tiras de 5, 7 ¥ 15 centimetros.
3.- Con las tiras de 9, 11 ¥ 13 centimetros.
Y.~ Con las tiras de 2 Ty 13 centimetros.
5.- Con las tiras de 11, 13 ¥ 15 centimetros.
Te habris dado cuenta qua des de los cince trig&ngulos requeridos no pudieron -

construirse. lLa razbn de dsto se establece con la siguiente Propiedad de la rela--
cifn que hay entre los lados de un triéngulo:

En cualquier triZngulo el lado mayor es menor gue la suma de los otros
dos.

Esta propiedaa bresupone que cualquier trifngulo tiene un lado mayor. Este no
€s el caso para los trifingulos equildteros, sin embargo la propiedad deberi enten-
derse como:

Cualquiera de los lados €5 menor que la suma de los otros dos.

EJERCICIO:

pondiente SI, en caso de que sea posible construir un triZngulo cuyos lados ten--
gan esas medidas. En caso contrario, escribe KO,

5 T 12 ( )
10 15 22 { )
9 8 19 ( )
7 6 10 ( )
9 9 13 ( )
9 9 9 { )
6 7 15 ( )

168



COFGRUENCIA ENTRE TRIANGULOS.

En la séptima unidaa de tu segundo cursc estudiaste congruencias entre figu-
Iras.
Ahl se dijo gue:

Dos figuras son congruentes si s través de un movimiento rigide se puede obte
ner una a partir de la otra.

1) En la palanza, la parte izquierda es congruente con la parte derecha.
Boen simftricas axialmente.

ra
~—

Los aviones son congruentes. Uno puede obtenerse del otro a través de una —
traslacidn.

3) in 1a rueda, la parte obscura se puede obtener a partir de la parte clars -
por medic de ung rotacidn. Istas partes son congruentes.

4) BEn la tuerca. la parte obscura ¥ la parte punhteada son congruentes, vorgue
son simétricas con resvecto al punto 0.
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De hecho, dos figuras son congruentes si Se pueden superponer coincidiendo en
todos sus puntos.

A continuacién establecemos tres postulados de congruencia entre trigngulos ~
& partir de la congruencis entre sus lados y entre sus gngulos:

FOSTULADG L I, L.

Consideremos tres segmentos de recta, tales que el mayor sea menor a la suma-
de lcs otros dos.

%

E F

Tracemos un trifdngulo que tenga por lados, segmentos congruentes a los anterio
res.
Para ello se pueden segulr las siguientes indicaciones:

1.- Tracemos una semirvecta en la que 2.- Tracemos una clrcunferencia de radioc AB
se determine un segmento congruen ¥ centro en E.
te a EF.

3.- Tracemos una circunferencis de ra b.- Las dos circunferencias se intersecan -

dio CD y centro en F. en dos puntos, P y Q. Para trazar el —-
trifngule pedido utilizamos uno de estos
puntos y los puntog F y F.
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Para trazar el trifdngulo RPF

consideramos el punto P, también se puede con
siderar el punto Q.

In el trifngule EpF tenemos gque: PE = AR ¥y PF=_¢

b) Ahora,tracemqg_ptro trian

gulo con el mismo rrocedimiento, perc iniciando con ~
el segmentc AB,

A B
—
Paso |
F
Paso 2
R
§ A B
Paso 3 Paso 4

En una hoja de papel,copia el tridngulo

A R B. Recértalo y superponlo al trién
gulo E P F.

Los trifngulos AR B y EPF coinciden en todos sus puntos.

De 1o antericr, podemos enunciar el postulado L L I {lado, lado, lado):

Dos triZngules son congruentes =i sus lados correspondientes son con-
gruentes.
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POSTULADO L A L.

Consideremos dos segmentos AB N cD ¥ un &ngulo P @ R menor a 180°.

P

- pad

e * Q

a) Tracemos un trifngulo gue tenga dos lados congruentes a AB y (D ¥y al angu-
lo entre &stos congruente al &ngulo P Q R. DPara esto, se pueden seguir las-—
siguientes indicaciones.

l.- Tracemos un segmento congruen 2.~ Tracemos un dngulo. Congruente a 3P Q R
te a CD. cuyo vértice sea C. Y uno de sus lados
sea CD.

or
o

3.— Determinamos un segrento C R 4.« Tracemos el segmento KD para obtener-
congruente & AB en el mis- el tridngulc requerido.
mo lado del &ngulo.

PN

b) Tracemos otro trifngulo en forma similars: pero ahcora iniciando con el lado AB.

r
o

Paso | Paso 2
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Poso 3 Paso 4

En a hoja de papel, copia el trifngulo A B P. Recbrtale y superponloc al ——
trifngulo C D R.

Los tridngulos A B P y C DR coinciden en teodos sus puntos. Por lo que po-
demos establecer el postulado L AL (lado, &ngulo, lado):

Dos trifngulos son congruentes si dos lados y el &ngulc comprendido de
uno, son congruentes con las partes correspondientes del otro.

POSTULADO A L A.

Consideremos un segmento AE y dos Zngulos 9 P QR y 9 8 T U cuya suma sea
menor de 180°.

Q R T u

a) Tracemos un trifngulo que tenga dos lados congruentes a los segmentos AR ¥ 65,
v el &@ngulo entre estos congruentes al fngulo P Q R.

Para esto, se pueden seguir las siguientes Indicaciones:

1.~ Tracemos un segmento congruente a AB.

2.- Tracemos un &ngulo congruente a 4P @ R cuyo
e N .
vertice sea A ¥y uno de sus ladoes sea  AB.
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3.- Tracemos un Angulo congruente g 4S8 T U CUyo

vértice sea B y uno de sus lados sea AB,-
como en la figura.

4.~ Los lados no comunes de los &ngulos se inter

secan en el punto 2 determinandc el trifn—
gulo A B Z.

b) Ahora, tracemos otro trifngulo considerando el segmento AB

¥ los Angulos --
IPQR ¥ ISTU. Sigamos las indicaciones dadas:

1.~ Tracemos un segmento congruente a AB.

A B
2.= Tracemos un &ngulo congruente a <4STU cuyo -
vértice sea A ¥ uno de sus lados sea AR,
A B
3.~ Tracemos un angulo congruente a IPQR cuyo -
vértice sea B ¥ unc de sus lados sea AB,-
como en la figura.
A B
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.- Los lados nc comitnes de los Angulos se inter
secan en el punto M determinando el tridn-
M
gule  ABM:

A B

En una hoja de papel, copia el trif&ngulo ABM, recdrtalo ¥y superponlo al trifn
gulo ABZ.

Los trifingulos ABM ¥ ABZ coinciden en todos sus puntos.

De lo anterior, podemos enunciar el postulado A T A (&ngulc, lado, &ngulo).

Dos trifngulos son congruentes, si dos fngulcs y el lado comprendido -
entre ellos de uno de los trifngulos, son congruentes con las partes -
correspondientes del otro.

EJERCICIOS:

a} Considerando los datos que s¢ dan de los siguientes trifinguics, identifica las
parejas de trifingulos congruentes. Escribe el rostulado gue justifica tus res-
ruestas.

D
Z N A Qh F

} N 148 Y J

E

c

A
w z
™
M
P T
G ]

X T Q

K L F
4
H

™) 4 L K

1
I
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El tri&ngulc ARC
El triZngulo DEF
Bl trigngule GHI
Bl tri&ngulo JKL
El trifngulo WXY

513

e85

4+

es

e85

congruente con
congruente con
congruente con
congruente con

congruente con

el trif&ngulo
el triangulo

el triéﬁgulo

el triéngulo__

el tridngulo

Utiliza tu transportador para medir los gngulos de cads
responde las preguntas correspondientes.

1) X

N

A
J A

9B
4 C

I

é8on congruentes los trifngulos

2)

-

4P
J Q
9 R

H

¢Son congruentes los trifngulos

ABC y LMN?

por
por

por

el postulado

¢l postulado
el postulado

PQR y DEF?

s Por el postulado
sy Por el postulado
par de trifngulos y —-
L N
JL =
IM =
IN =
E
o F
3 =
JF =

Del ejercicio (b) podemos coneluir que:

Los &ngulos de un trifingulo pueden ser con

gruentes con los &ngulos de otro.

5in embargc, esto no es suficiente para establecer que los trifdngulos son con

gruentes.
Bs decir:

No hay postulado
trigngulos.

A A A (8ngulo, fngulo, 4ngulo) para congruencias entre - -
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CONGRUENCIA DIRECTA E INVERSA DE TRIANGULOS.

Con objeto de recordar la congruencia entre figuras,

utilizamos en phginas an
teriores las siguientes ilustraciones.

(3)

En el divujo {2} las figuras congruentes pueden llevarse una sobre la otra (su
perponerse), sin deformarlas ni levantarlas del plano. Decimos que hay una congruen
cia directa en estas figuras.

En el divujo (1), para superponer las partes congruentes, es necesaric levan-

tar y voltear una de estas. En este caso decimos que hay una congruencia inversa--
entre las partes de la figura.
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Puede darse el casc que dos figuras o dos partes de una, sean congruentes di--
recta e inversamenie, tal es el casoc de las partes congruentes del dibujo (3).

/"_‘—'\.__‘

Come podemos darnos cuenta, a partir de una rotacidn o una traslacidn obtenemos
dos figuras en las que existe una congruencia directa y, al obtener figuras congruen
tes por medio de una simetria axial, la congruenciz entre las figuras es inversa.

Ta propiedad anterior es v&lida para trifngulos en particular.

EJERCICIO:

Para cada par de trifngulos, especifica el tipo de congruencia entre ellos. Es
cribe sobre la linea correspondiente: Segln sea el caso,congruenciz directa o con-
gruencia inversa.

—7 NN\
A A
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PROPIEDADES DE I10S TRIAKGULOS.
Suma de los &ngulos interiores de un trifngulo.

El trifngulo es el poligono mfs simple que puede trazarse, v el estudio de sus
propiedades es fundamental para c¢omprender las propiedades de los demés poligones;
por ello es conveniente realizar un estudlo minucicso de sus propiedades. Iniciare
mos el estudio de las propiedades del trifingulo observando la relacidn que hay en-
tre sus &ngulos. Es decir, intentemos dar respuests a la pregunta iCufnto suman -—
los &ngulos interiores de un trifngulo?

. N . . 4 .
Las siguientes actividades nos ayudarsn a contestar la pregunta anterior.

a) Dibuja un trifngulo cualquiera en una hoja de pa=-
pel y recdrtalo. Figura (1)

Filgura 1

Corta el tri&ngulo en tres partes de manera gue -
en cada una de ellas quede contenido un éngulo —-
del trifngulo. Figura (2)

Figura 2

Acompda las piezas obtenidas de forma que los &n-
gulos del trifngule queden uno a continuacidn del
otro. Figura (3)

Figura 3

LCudl es la suma de los &ngulos interiores de un trifngulo?
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1>

b) Para cada unc de los trifingulos dados, completa lo gue se pide.

B ¥ A

il

¥ B

]

¥ C

¥ A+ +B+ Y C=

$ P =
Q=
¥R =
XP++Q+ ¢ R
P R
E
4D =
F dE =
yF=
4D+ IE+4F =
M
4L =
4 M = L N
J N =

dL+4M+ 4N
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X 9 X
9 Y

3 Z

IX+3Y+37

it

X z
T
48 =
47T =
U =
33+ 37T+ U=
T s Ay

(Cudl es la suma de los &ngulos interiores de un trigngulo?

En las actividades a y b hicimos uso de nuestra intuicidn y de la medicidn
para saber culnto suman los &ngulos interiores de un trifngulo. Estos procedimien—
tos son de usc frecuente en matemiticas ¥ resultan de gran importancia para intuir
¢ verificar resultados. Sin embargo, hay ocasiones en que estos Procedimientos nos
inducen al error.

Para ejemplificar esto Ultime, realiza la siguiente actividad:

¢) Sigue las instrucciones:

1.- En tu cuaderno traza un cua
drade de 8 unidades por la-
do, como el de la figura 1.

Figura 1

181



\ 2.~ Divide el cuadrado como se muestra-
A \ D en la figura 2.

1
B Trf” c
-l
Figura 2
3.~ Recorta las piezas A, B, C, D Pt
-
v E, ¥y construye la figurs 3. A B |
4—”P’
D
1 ¢ |
Figura 3

4.- Responde las siguientes pre--
guntas:

iCuldl es el &rea de la figura

1%

iCual es el &rea de la figura
37

:0fmo son estas Breas?

Para evitar incurrir en errores como el anterior y tener la certeza de resul-
tados propuestos la Matemdtica, a través de la Idgica, fundamenta &stos al reali-

zar demostraciones. Bn las siguientes phginas encontraris peguefias demostraciones
de algunas propiedades geométricas. Llamaremocs "teoremas" a las propiedades por -
dericetrar,

TEOREMA: La suma de los fngulos interiores de cualguier trifngulc es lgual a-
180°,

HIPOTESIS: 9 A, 9 B ¥ 9 C son los Angulos in-
teriores del trifngule A B C
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TESIS O CONCLUSION:
JA+<9B+13C=180°

Por el punto C se traza una recta <§Q-> parale- ¢ ? c Q .
la a AB. i
A B
DEMOSTRACION
AFTIRMACTIQNES RAZQONES
1.- ¥ACP+IC+#BCQ = 180° Por former un &ngulo 1lla «— P c Q
no.
A B
2.~ JACP = <A Por ser &ngulos alternos
internos. P c Q
3.- JBCQ = 3B Por ser &ngulos alternos
internos.
b.- dA+J0+4B = 180° Sustituyendo (2 y 3) en 1.
5.- JA+9R+4C = 180° Propiedad conmutativa de
la suma.
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a)

b)

sus

Las siguientes proposiciones son consecuencias directas del teorema anterior.
Per lo que reciben el nombre de corolarios.

1) Un trifngule no puede tener dos &ngulos rectos.

2} Un trifngulo no puede tener dos &ngulos obtusos.

3) Un trigngulo no puede tener un éngulo recto ¥ un obtuso.

4) En un tridngulo recténgulo hay dos &ngulos agudos cuya suma es igual a $0°

5) 8i dos f&ngulos de un trifngulo son congruentes a dos de otro, entonces los
éngulos restantes tambidn son congruentes.

EJERCICIOS:

Aplica el teorems anterior ¥ sus coroclarios para encontrar la medids de los -
dngulos indicados en cada uno de los trifngulos. Q

J4 = ho° ¥q = 30°

¢ ¥3 = _ 70° IR =

ic =

A B
P R

Para cada una de lag ternas de nfimeros dados, escribe en el paréntesis corres
pondiente SI, en caso de que sea posible construir un triéngulo cuyos &ngulos
interiores tengan esas medidas. En caso contraric eseribe NO.

30 110 20 ( )
60 90 30 ( )
Lo 60 80 ( )
20 30 120 ( )
90 L5 b5 ( )
80 50 50 ( )

Valor de un fngulo exterior del tridngulo.

Si en un tridngulo cualquiera se prolonga uno de
ilados, se forma un fngulo exterior.

En el trifngulo ABC sus &ngulos interiores son ¢

<8,<D ¥ <¢ ¥ uno de sus fngulos exteriores es el <d.
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El &ngulo exterior de un trifngulo y los fngulos interjores del mismo guardan
clerta relacién que se emuncia de la siguiente forma:

TEOREMA: Un &ngulc exterior de un trigngulc es igual a la suma de los dos in-
teriores no adyacentes a &1,

A continuacidn te Presentamos la demostracidn de este teorema.

HIPOTESIS: ¢ 4 es un &ngulo exterior del trifdn-

gulo A B (.
C
TESIS O CONCLUSION: 9 @ = 4 A + 3 C
d
A B
DEMOSTRACION
AFIRMACIONES RAZONES
1.~ 9B+9d = 180° Por formar un angulo lla-
no. :
2.— JA+IB+JC = 180° Por ser &ngulos interio—-
res de un trifngulo.
3.~ JB+49d = JA+IB+I0 Por l1la propiedad transiti
va de la igualdad.
bhi- 9d =94 + dc Propiedad cancelativa de
la igualdad.
EJERCICIO:
Para cada unc de los siguientes trifngulos; calcula el fngulo exterior indicg
do.
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ACTIVIDAD:

Con el cbjeto de estudiar otra propiedad de los trifngulos, realiza lo siguien
te:

1.~ Dobla una hoja a la mitad d= su ancho. / < \

2.— Realiga un nuevo doblez como se indica en la fi-
gura

3.- Desdobla la hoja y coldeala en forma vertical.

A
Y.- En la marca de los dcbleces se distingue el triég
gulo  ABC. Este trifngulc es isbsceles. B C
Vel -~ - - A
2.— Recorta el trifngulo y d8blalc por la bisectriz -
del &ngulo A.
B c

6.- Responde la siguiente pregunta:
iCémo son los &ngulos B y (%

TECREMA: Los &ngulos opuestos a los lados iguzles de un trifngulo isfsceles
son iguales.

Fuevamente, para tener la certeza de que la propiedad anterior se cumple para
todos los trifingulos isBsceles, se requiere hacer una demostracidn.

Con objeto de saber cdmo podemos realizar esta demostracidn revisemos la acti
vidad anterior. En el quinto pasc, al doblar el trifngulo isfsceles apreciamos --

que:

El tridngule A B C queda dividido en dos triéngulos congruentes y ddemfs, -
los &ngulos opuestos a los lados congruentes tambifn son congruentes.
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Utilizaremos la observacidn anterior para realizar la demostracidn:

HIPOTESIS: E1 triéggplo A B C es isbzceles, los
lados AB y AC son congruentes, —— A
B es opuesto al lado AC y ¥C es-
cpuesto al lado AB.

TESIS O CONCLUSION: ¢ B = ¢ C

Se traza la bisectriz AD del &ngulo A.
El tridngulo ABC queda dividido en dos trifngu-

losy el A AED ¥y el A ADC. B (4
DEMOSTRACION
AFIRMACIONES RAZONES
AB = AC Por hipdtesis.
AD = 4D Tcdo segmento es congruen
te consigo mismo.
YBAD = ¥ DAC Porque AD es bisectriz
del ¥ A.
AABD = A ACD Por el postulado LAL
P = ¥ C Por ser &ngulos correspon

dientes de trifngulos con
gruentes.

EJERCICIOS:

Con tu regla y transportador mide, los lados y &ngulos de los siguientes trifn
gulos.

ANGULO LADO QPUESTO AL ANGULO
3 A= BC =
B —
4B = AC =
‘}C: E:
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R ANGULO LADO OPUESTO AT, ANGULO

¥ P = RQ =
¥ Q= RP =
%R= P_Q=
P Q
b) Contesta las sigulientes preguntas.
4Cuél es el fngulo mayor del trifngulo ABCY? .
iCuBl es el lado mayor del trifingulo ABC?
LCuil es el Angulo mayor del tridnguloc PQR? .
iCuél es el lado mayor del tridngulo PQR? .

De acuerdo a lo observado en los ejercicios anteriores, podemos enunciar el -
siguiente tecrena.

TIOREMA: En cualguier triéngulo, a mayor lado se opone mayor angulo.

A continuacidn, te presentamos la demostracidn de este teorems:

HIPOTESIS: En el trifingulo ABC el lado BC es
mayor que el lado AC.

TESIS C CONCLUSION: ¢ BAC » 3 ARC ¢

— A 8
Se elige un punto D sobre BC de tal maners -

que AC = CD ¥ se traza AD.
El tridngulo ACD es isbsceles.
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DEMOSTRACION

AFIRMACION RAZCNEE

1.- JCAD

4ADC Son &ngulos congruentes -
de un tri&ngulo isbBsceles.

2.- 4BAC = 30AD + $BAD Por construccibn.
3.- 4BAC > ¢ ADC El todo es mayor que cual
quiera de sus partes.
L.~ $BAC > § ADC En el paso 3 sustituimos
el JCAD por el JADC.
5.-— E1 $ADC es un &ngu- Por construccidn.
lo exterior del tri
&ngulo ARD.
6.~ ¥ADC = ¥DAB + $ABC El &ngulc exterior del -~
tridngulo es igual a le -
suma de los dos &ngulos -
interiores no adyacentes—
a &1,
T.- ¥ADC > % ABC El todo es mayor gque cual
quiera de sus partes.
8.- Y¥BAC > % ABC Aplicando la propiedad --

trangitiva en 3 5y 7.
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TEOREMA DE PITAGORAS.

Bn secciones anteriores, al estudiar la clasificacién de los trifngulos, esta
blecimos gque de acuerdo a la medida de sus &ngulos,éstos se clasifican en: Trifn-
gulos acutfngulos, obtusfngulos y recténgulos. Senalamos gue los tri&dngulcs rec-—
t&ngulos son aguellos que tienen un &ngulo recto. Es decir, un &ngulo cuya medida
es de 90 grados.

Los siguientes triéngulos son ejemplos de tridngulos recténgulos:

K

EJERCICIO:
Verifica que los triéngulos antericres son rectingulos.

También se establecid previamente: que los &ngulos de un trifingulo recténgulc
gue no sean el recto, son agudos. Es decir: miden menos de G0°.

De igual manera se establecid que en un tridngulo, a mayor &ngulo se opone ma
yor lado.

Por lo tanto, en cualquier trifngulc recténgule el lado cpuestc al Angulo rec
to es el lado mayor. Llamaremos a este lado, HIPOTENUSA y a los mencres CATETOS.

En los trifngulos anteriores:

La hipotenusa es: EE, Eﬁ N KM respectivamenie, ¥ los catetos son:

B N KE, PR ¥ aﬁ; KL ¥ Eﬁ, respectivamente.
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EJERCICIO:

Pars cada unc de los siguientes triéngulos recténgulos, sefiala cudl es la hi-
potenusa y cuaies son los catetos. 0 p

<N

HIPCTENUSA: HIPOTENUBA: HIPOTENUSA:
CATETO: CATETO: CATETQ:
CATETC: CATETC: CATETC:

Una relacién muy importante en matemfticas corresponde a la relacidn que guar
dan las medidas de la hipotenusa y los catetos en un trifingulo recténgulo. Este -
resultado ya era conocido por los griegos en la antigliedad y hoy en dia es conoci
do como "TEOREMA DE PITAGORAS", el cual establece gue:

"En cualguier trifngulc rectifngulo, el cuadradc de la hipotenusa es igual a -
le suma de los cuadrados de los catetos"

Pitégoras de Samos

Incluideo entre los siete sabios de
Grecia, es un ejemplo del gran auge in
telectual del mundo griege. Pitigoras
fue criginarioc de la isla de Samos. Su
nacimientc se ha situadc aproximadamen
te en el afio 582 antes de nuestra era.

Debe su gran renombre, entre otras
cosas, a la prcposicidn gue afirma que
el cuadrado de la longitud de la hipo-
tenusa de un trifngulo rectingulo es -
igual a la suma de los cuadrados de --
las longitudes de los catetos. Esta -—-
proposicidn se conoce como teorema de-
Pitagoras.
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Con objeto de aclarar esta propiedad analicemos lo siguiente:

l.- Congideremos =al trigngulc rectég
gulo A B C.

2.~ Construyamos cuadrados sobre ca-
da lado del trifnguloe.

3.~ Dividamos al cuadrado APQC en 4
trifngulos congruentes al tridngu
lo ABC y en un cuadrado central.
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4.~ Observemos que:

EL
El
El
El

Area gdel
Zrea del
drea del
Area del

tri&nzsulo ABRC
cuadrado ABTU
cuadrado CRER
cuadradc PQCA

es: 7.5
es: 9
eg: 28

es:

4 tridngulos

.- Con los datos anteriores, construyamos la siguiente tabla:

Fi Ares de Area de Aresa de
teura CRSB ABTU PQCaA
A 25 9 34
é.- Para las figuras B,C vy D

3h = 7.5 + 7.5 + 7.5 4+ 7.5 4 4

un cuadrado
central

siguientes, obtengamos las Areas ¥ en forma similar

& como lo hicimos para la figura A. Completemos con los datos obtenidos la ta-

bla correspondiente:

) JAERN
/ c
P P(
] ” R C R \\\\\ e
A NS
] B 5
] A s
el
P [t T
Al B S
u T U T
Figura| B Fi@gum c Figura D
I |
Area de Area de Ares de
Figura C RSB ABTU PG CA
A 25 9 3L
B 25 1 26
9 n 16 20
D 16 @ 25
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T.- 81 analizamos la tabla anterior podemos concluir que:
Area de PQCA = Area ge CRYB 4+ Area de ABTU
Es decir:

"El &rea del cuadradc sobre ls hipotenusa de un trifingulo recténgulo es igual
a la suma de las 4reas de los cuadrados sobre los catetos'.

DEMOSTRACION.

Q G
»

<

Q
-
)
[\ v -]

Y

A 3

De la figura anterior tenemos que:

1.- El trifnguloc ABC es rectdngulo, a y b scn las medidas de sus catetos y c
la medida de su hipotenusa.

CZ

2.~ Area de PQCA

3.- Area de P Q C A

b (ab )+ (b-a)?
2

Area de los Area del cua-
Y trifngu- drado.
los conteni

dos en P Q
C A.

Entonces tenemos que:

¢? = 2ab + (b -a )2

(]
H

? = 2ab + b2 - 2gb + al
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APLICACION DEL TEOREMA DE PITAGORAS.

La relacidn que se establece entre los lados de un trifngulo recténgulc repre
sentads con la férmula c® = a* + b (En donde, a y b representan las medidas
de los catetos y ¢ la medida dé la hipotenusa) nos permite, dada la medida de -
dos de los lados de un trifngulo cobtener la medida del otro lado.

Ejemplos: En el trifngulo A B ¢ conocemos las medidas de -
los catetos y desconocemos la medida de la hipotenusa.
Para encontrar la medida de la hipotenusa procedemos
B de la siguiente forma.
En la férmula ¢? = a® + b? sustituimos los valo-
res conocides.

e = (9 )+ (h)

e= a=9 em. ¢ = 81+ 16

De esta forma nuestro problema se reduce a resolver
la ecuacifn de segundo grado obtenida a partir de la -
sustitucién de los wvalores conocidos.

A b=dcm. C ¢ = 97
¢ =H/9T
c = 5.84% cm.
c = -G.84 cm.

Al resolver la ecuacibn obtenemos dos valores para c; pero inicamente conside
ramos el valor positive, ya que no tiene sentido hablar de medidas negativas para-
los lados de un trifngulo.

Otros ejemplos de la aplicscidn del teorema de Pitdgoras son los siguientes:

a) Encontrar la medida del cateto desconocidc en el tridngule P @ R.

Tenemos gue:

g% = p? + r? (Teorema de Pitdgoras)

R
Bustituimos los valores conocidos
10% = 6% + r?

q=l0cm.

p=6¢m. Despejamos la inecdgnita y resolvemos la ecuacidn.
10?2 - 6% = r?
r? =107 - &%

P r= Q r® =100 - 36

r¢ = &b

r =8 cm. Medida del cateto desconocido.s
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b) Obtener la medida de la

N

m= f=l6cm.

L n=ilem. M

EJTERCICIOS:

a) Obtén el valor del lado

rectédngulos.

c= a=3.5¢em.

A  b=25cm. C

b) Utiliza tus conocimientos sobre el
guientes problemasg.

n=ITmm

hipotenusa del tridngulo

L ME.

Teorema de Pitédgoras.

m? = 12 + n?

m® = (16)? + (11)2
m? = 256 4 121
w? = 377

mo =TT

m = 19.41 em.

=22 mm,

S R
4 em.
P 8 com. Q

desconocido de cada uno de los siguientes triangulos

R
q224mm.
p=20 mm,
P rs Q

teorema de PitAgoras para resolver los si-

{Culntos metros mide la diagonal F § -

del rectangulo

196

P QR S?



2¢cm.

ey En una circunferencia que mide 5 cm. de
di&metro, se inscribe un tridngulo rectingu
lo que tiene un cateto de 2 cm. 4Cudl es la
medida del otro cateto?

Una antena de televisidn mide 12 metros
de altura iCuintos metros medird un cable
que sujeta la antena a 2 metros de la punta
de la antena y queda, en su otro extremo a
2 metros > netros de la base de la misma?

5 metros

g e S

PROPIEDADES DE LOS PARALELOGRAMOS.

Nuestros conocimientos acerca de los Zngulos formados entre dos rectas para-—
lelas que son cortadas bor una transversal y las propiedades de los triangulos que
estudiamos en secciones anteriores nos permiten demostrar las siguientes propieda-
des de los paralelogramos.

l.- En todo paralelogramo los dngulos opuestos son congruentes.

2.- En todo paralelogramo dos dngulos consecutivos son suplementarios.

3.- En todo paralelogramo sus lados opuestos son congruentes.

=
|

Las diagonales de un paralelogramo se intersecan en el punto medio de cada una
de ellas.
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A continuacifn realizamcs la demostracibn de cads una de las propiedades de -—
los paralelogramos previamente citadas.

Para demostrar algunas de estfs propledades requerimos del concepto de diagonal

de un poligono, recuerda que: una diagonal es un segmento de recta que une dos vér-
tices no consecutivos de un polizono.

TEOREMA: En todo Paralelograme los &rngulos opuestos SOn congruentes.

HIPOTESTS: FEl cuadrildtero A B C D es un para-
lelogramc,el 3 A y el ¢ C son —-—

B c
opuestos. /7////57
D

A

CONCLUSION: 9 A =4 C

Prolongamos el lado AD Para formar 1 49 1. B C
/ /
A o
DEMOSTRACION.
AFIRMACIONES RAZONES
1.- 98 = 41 Por ser Angulos correspon
dientes.
2.- 41 = 3¢ Por ser &ngulos alternos
internos.
3.- 3A = 3¢ Propiedad transitiva de ls
igualdad en los pascs 1 ¥
2.

TECREMA: En todo paralelograme dog &ngulos consecutivos son suple-
mentariocs.
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HIPOTESIS: E1l cuadrildtero A B C D es un parale-
logramo.
El ¥y C y ¢ D son consecutivos.

B c
CONCLUSION: ¢ C + ¥ D = 180° lx{////L/ /7////;77
A D

Prolongamos el lado AD para formar el 1.

B C
/ /
DEMOSTRACION ¥ 5

AFIRMACIONES RAZONES

l.-~ #1 = 3¢ Por ser dngulos alternos
internos.

2.- 91 + ¥D = 180° Por formar un &ngulo coli
neal.
3v="4€ + 9D =-180° Sustituimos el § C por el 4 1.

TEOREMA: En todo paralelogramo sus lados opuestos son congruentes.

HTPOTESIS: El cuadrildtero A B CD es un parale
logramo.

CONCLUSIONES: AD = BC y AB = DC
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Trazemos la diagonal AC, obteniendose los 4ngu-
los: ¥1,¥%¥2, %3 yv3il,

DEMOSTRACTION
AFTRMACIONES RAZONES
1.- 31 = 3b Por ser &ngulos alternos
internos.
2.- AC = &C Todo segmento es congruen

te consigo mismo.

3.~ 42 = I3 Por ser anguleos aslternos
internos.

b-2ABC=aADC Por el postulado A 1, A.

5.- AD = S his B = OC Bon partes correspondien
tes de trifngulos con- -
gruentes.

TECREMA: Las diagonales de un paralelogramo se intersectan en el pun
to medio de cada una de ellas.

HIPOTESIS: El cuadriléterc A B C D es un parale
logramo.

AC vy T8  son sus diagonales y se cor
tan en 0.

CONCLUSION: AC = OC y DO = OB
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a)

DEMOSTRACION

AFIRMACIONES
41 = 2k
2 = 13
AB = CD

ACOD = AAOD

0 =0Cy DO = OB

EJERCICIOS:

RAZONES

Los &ngulos alternos in-
ternos son congruentes.

Los &ngulos alternos ine
ternos son congruentes.

Por el teorema anterior.
Postulado A L A.
Son partes correspondien

tes de tri&ngulos con- -
gruente.

Determina la medida de los &ngulos sefialados en cada una de las
aparecen a continuacidn.

c

N N A A

M e N M A A
N 1w N

. & Wi o=

/>
60°
i B
St 4 €
L J

N

=202
88°
480
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figuras que -
1=33
2

5= Bl
L
>

6 LL°
[P
8
.
1 = 100°
o
o L T
o
5
6=33




b) Las dimensiones de una hoja tamafio carta son de 21.7 y 28 em., 4Culdl es la -
longitud del mayor segmento de recta que puede trazarse dentro de la hoja?.

¢) De las siguientes ternas de medidas subraya aquellas con las gue sea posible
construilr un tri&ngulo.

1) b,7,9 6} 3,4,5
2) 3,2,5 7) 6,4,10
3) b,6,11 6) 12,11,13
4} 2,5,10 9) 12,17,3
5) 7.3,2,8,9,1  10) 4,6,11
d) Califica las siguientes proposiciones:
1.- Todo reectingulo es un trapecio ¢ 3}
2.= Todo rombo es un cuadrado ()
3.- Todo cuadrado es un rectfngulo { )
4h.- Tedo paraleleogramo es un cuadrado ()
5.- Lag diagonales de un rectlneulo se bisecan { )
6.- Alpunos rectingulos son rombos ¢ )
7.~ Algunos romboides son paralelogramos ( 3}
8.- La suma de los &ngulos agudcs de un trifngulo es
igual a 90° ¢ )
Q.- TLa suma de los éngulos interiores de un tridngu-
1o puede ser mayor de 180° { 3
10.- Algunos trapecios son paralelogrames. ()
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COMO CIRCULO SOY UN ORJETO FELIZ:
CONSIDERA QUE LA DICHOSA PERPENDICULAR
QUE SE YERGUE EN EL BESO DE TANGENCIA
HA DE ALCANZAR MI CENTRO, MI AVATAR
SOY HERMOSO, Y NO OBSTANTE

BASTAN 3 PUNTOS PARA DETERMINARME,

CHRISTOPHER MORLEY
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£ WX R Q@ DU @8 T-0%

Existen vestigios que muestran la habilidad humana para entender las formas ff
sicas de la naturaleza. Tal vez las observaciones del centro de algunas flores, -
los bordes de los nidos de aves, la periferia del sol, la luna, las ondas circula
res formadas por un guijarro en el agua, condujeron al hombre primitivo hacia las
ideas de cfrculo y circunferencia.

Indudablemente, un cambio determinan
te en la historia del hombre fue la in—
vencidén y uso de la rueda. Se cree que
ésta, fue inventada en Asia hace unos —
10000 afios. Lo cierto es que las ruedas
mis antiguas se descubrieron en Mesopo-
tania en 1927 y pertenecen a un carro -
con una edad aproximada de 5500 afios.

En México, antes de la conguista la
forma circular se usd en el modelado de
vasijas; en estructuras, como el "Calen
dario Azteca'; en la forma de pirdmides
como el monumento No. 3 de Tecaxix—Ca-—-—
lixtlahuaca y el de Malinalco, ambos --
pertenecientes a zonas arqueoldgicas —-
del Estado de México.

Actualmente, la Tecnologfa estd fntimamente relacionada con la aplicacidn de —-
las formas circulares. La industria no buede prescindir de las ruedas Y sus simila
res, los engranes, las poleas y los ejes.

R SN

En esta unidad nos referimos al circulo, 1la circunferencia y algunas de sus --
propiedades; las relaciones entre rectas, 4ngulos y circunferencias, asf como al-
gunas justificaciones de trazos con regla y compés.
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OBJETIVOS PARTICULARE:

Aplicaréd las propiedades de las rectas ¥ segmentcs en la circunferencia.

Aplicard en ejercicios las relaciones entre los diferentes &ngulos en la —-
circunferencia y los arcos que subtienden.

Justificard trazos con regla y compis.

OBJETIVOS ESPECIFICOS:

Aplicard algunas propiedades del radio y difmetro.
Aplicarid algunas propiedades de la tangente y la secante.

Identificard los principales Angulos en el efrculo central, inscrito y semi,
inscrito.

Aplicard el postulado "un 4ngulo central esté medido por el arco que inter-
ceptan sus lados".

Aplicaré el teorema "Un &ngulo inscrito estd medido por la mitad del arco -
que interceptan sus lados".

Definird el concepto de lugar geomdirico.

Justificari algunos trazos con regla ¥y compés.
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CIRCUNFERENCIA Y RADIO

Si utilizamos una tira de cartdén con
dos perforaciones (fig. l.a) y hacemos’
girar la tira, usando como centro de -
rotacidn la perforacidn (0), y marca--
mos la trayectoria de la perforacidn -
(P), la figura obtenida es una circun-
ferencia (fig. 1.b).

En general, en un plano, diremos --
que es posible dibujar una circunferen
cia dado un punto fijo y una distancia.

El instrumento que emplearemos para trazar circunferencias serd el compés.
Este lo usaremos en dos formas:

1) Para medir un segmento, y
2) Con la medida del segmento, trazaremos la circunferencia.

Ejemplos:

Fig. 2

La circunferencia, la definimos como:

Definicién: Una circunferencia es el conjunto de puntos en el plano,
que estin a la misma distancia de un punto fijo llamado centro.

CIRCUNFERENCIA



El segmento que une el centro con cualquier punto de la circunferencia, se lla
ma: "radico". En una circunferencia, todos los radios tienen la misma medida v a -
Egta medida tambifn 1z 1lamaremos radic; el contexto evitarid confusiones.

Las circunferencias, las representa-~ Fig. 3 R
mog por una terna: C(P,r) y significa:

"La circunferencia ¢ con centro P v
radic r". En estos casos, el radio estd
consideradc como la medida del segmento.

P

[92]

En la notacidn C(P,r), primero es——
cribimos la letra que representard la - il
circunferencia, despuds el punto que se
rd el centro y por fltimo la medids del
segmento que usaremos para trazar la ——
clrcunferencia.

Una circunferencia, tambi®n es uns -
curve cerrada simple (revize 1a unidad-
anterior) y como tal, tiene interior y-
exterior.

Definicidn: Interior de uns cir-
cunferencia es el conjunto de to

dos los puntos cuyas distancias- Fig. 4
al centro son menores que 21 ra-
éic.

Definicidn: Exterior de una cir-
cunferencia es el conjunto de to
dos los puntos cuyas distancias~
al centro son mayores que el ra-
dio.

Definiecidn: Circulo es la unidén
de una circunferencia con su in-
terior.

Fig. B¢
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EJERCICIOS:
Observa los correspondientes dibujos y contesta las preguntas.
En la figura 6, de los puntos indicados:
1l.- 4Cudles son los puntos que estén

en el interior de C(P,r)? Fig. 6

2.- iCulles son los puntos que estén
en el exterior de C(P,r)?

3.- iCuéles son los puntos que perte
necen a C(P,r)?

.- iCuBles son los puntos en comfin
en’cre<ﬁ5> y C(Ee)2

5.- Indica si cada uno de los sigui
entes enunciados es verdadero o

falso:

r > m PR 2r > m ZW
r < m PR or < m ZW
r >m PW m PT > r
= ?ﬁ m FE <r

m PT £ 2p

Emplea la figura 7 para contestar las siguientes preguntas:

= <> . Fia. 7
1l.- (Qué puntos de TS estan en el ex ig.
terior de la circunferencia C(P,r)?

2.- LQué puntos tiene en comln la --
: ] <>
circunferencia y TS ?

3.—<E§>es perpendicular a<5§?

4

(La distancia PQ es mayor, menor
o igual que la distancia PT?

h.~ iLa distancia PT es mayor, menor
o igual que r?

5.- Zﬁﬁhes mayor, menor o igual a 2r?
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c) Utiliza la figura 8 para responder lo siguiente:

1.~ i{CuBles son los puntos que —-
tienen en comln C;(P,s) y C,

(Q,t)?

2.~ 4Qué puntos, de los indicados,
estdn en el interior de C, ¥
que pertenece & Cp % w S

3.- (Qué puntos, de los indicados.
estén en el exterior de Cp y

bertenece a (.9 ‘s,\\

4.~ 81 se traza la circunferencia
C3 con centro P y radio QP, -
¢Tendrén puntos en comfin Cy y
Co ¥

5.- B1 se traza Cy4 con centro q y Fig. 8

radio (s + t) iTendrén puntos
en comfin Cy ¥y Cq 7

Recuerda que dos figuras en el planc son congruentes, si existe un movimiento-
rigido tal que, una se obtenga partiendo de la otra.

Con las circunferencias, basta con verificar que tengan radios (como segmentos)
congruentes, para asegurar la congruencia entre ellas, esto es, dadas dos circun-
Terencias C;(P,r) y C,(Q,s) es suficiente que: r = 5 para que Ci = C,.

In la figura 9, las circunferecncias son congruentes,

Ci Ce

$ =1t

PR = 8Q
’
asi que:
. G Ce
S

Fig. 9
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CUERDA.

Definicidn: Si un segmento tiene como puntos extremos dos puntos distin
tos de una misma circunferencia, entonces, el segmento se -
llama cuerda.

Ejemplos de cuerdas.

SIS

Fig. 10

Definicidn: Si una cuerda contiene al centro de la circunferencia,
entonces, se llama difmetro.

El difmetro tiene, entre otras, las siguientes propiedades:

1l.- Su longitud es igual a dos radios.

2.- Eg la cuerda que tiene longitud mAxima.

/zr./\..X

L

L.;.__.JL/“
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ALGUNOS TEOREMAS ACERCA DE LAS CUERDAS.

leorema 1. En una misma circunferencia, el radic perpendieular a una --
cuerda, biseca la cuerda.

HIPOTESIS: El radio es perpendicular a —-
la cuerda.
CONCLUSION: La cuerda es bisecada por el
radio,
DEMOSTRACION

En la figura 11, el radio F@ es perpendicular a la cuerda SR.

AFTRMACIONES RAZONES

1.- PR = PS Son radios de la misma cir
cunferencia.

2.- F1 A SPR es isbsce- Definicibn de A isésceles.

les.

3.- ¥ TPR = § TPS QP es perpendicular a ER N
entonces biseca al &ngulo
SEQ.

L,- TP = TP Todo segmento es congruen-—
te consigo mismo.

5.- A STP = A TPR Por el axioma L A L de la
unidad Lk,

6.- 5T = TR Por ser lados correspondien Fig. 1
tes en trifngulos congruen-—
tes.

El tecrema 2 es el reciproco del tecrema 1, esto es:

Teorema 2. En una misma circunferencia, si un radioc biseca una cuerda,
entonces, es perpendicular a la cuerda.

HIPOTESIS: Un radic biseca una cuerda.
CONCLUSION: E1l radio es perpendicular a la
cuerds.

DEMOSTRACION

En la figura 12, ?5 biseca a ﬁg; donde T es el puntoc medic de RS.
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AFTIRMACIONES RAZONES

1l.- PR = PS Son radios.

2.= PIL = BT Todo segmento es congruen
te con el mismo.

3.~ RT = T8 T es el punto medio.

4.—- A PRT 2= A PTS Por el axioma L L L de la
unidad kL. s

5.- ¥ PTS = ¥ PTR Por ser &ngulos correspon
dientes entre triadngulos- "
congruentes.

6.-m ¢ STR = (m ¥ STP) Por la suma de &dngulos.

+ (m § PTR) Q

7.-m § STR = 180° Por ser &ngulo llano R

8.- 180° =2 (m § STP) Porque m § STP = m ¢ PTR Flg. 12

9.- 90° =m ¥ STP Dividiendo ambos miembros
entre 2.

10.- 90° = m ¢ STP=myPTR

Corolario 1. Si una recta es mediatriz de una cuerda, entonces la recta
contiene al centro de la circunferencia.

Con estos resultados, dado "un segmento de una circunferencia" (que se llama -~
arco), es posible construir la circunferencia completa.

CONSTRUCCION.

Sea el segmento de circunferencia -

AB. fig. 13a.

1.- Trazamos el segmento AB (fig. 13b)
y dibujemos la mediatriz de AB . -
(recta CD).

Fig.13a

9
2.- Localizamos el punto E que es la in E
terseccidn de la circunferencia y -

la recta DC. Trazamos el segmento -

EB vy su mediatriz (fig. 13,c) recta

FG.

S

- X

B
> @ >
3.-Por el corolario 1, DE y FG contie-
nen el centro de la circunferencia,
asl que el centro es el punto P en Fig.13b ‘:><é\
el que AB y FG se intersectan (fig.
13.e)
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4.~ Con centro en P ¥y radio Eﬁ-podg
mos trazar el resto de lag cir-o
cunferencia (fig. 13,d).

b
E 8 E 6
H ]
7& 8 F
/| ’
o]
X
Fig. 13 ¢ Fig. 13 4
EJERCICIOS:

a) Calca en tu cuaderno log sigulentes "segmentos de circunferencia” y completa la

circunferencia.
2)
) o /‘ :
A c
3) E 4)

, \__
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b) De hecho, si en un plano se dan tres puntos no colineales,se puede dibujar una
circunferencia que los contenga. Observa la figura 1k.

Ay
2

Se dan los puntos A, By C.

Se trazan los segmentos:
AB y AC

Se trazan las mediatrices de -
los segmentos AB y AC

Se localiza el punto P (inter-
seccibn de_las mediatrices).
Con radio PB (o PA o PC), se -
dibuja la circunferencia.

Fig. 14

Copia cada terna de puntos en tu cuaderno y dibuja la circunferencia que los —-

contiene.
1) 2)
[ ]
A
L ]
® A
B
B C.
[}
C
3) )
A
)-L) ° °
A : . -
(6]
B
[
C
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s

¢) Copia la figurz 15; con el comphs, verifica que PQ

1. 3Cufintoniden ST vy UV? L
Encuentra el punto medio de AB
y compara la distancia del pun
te medio al centro, con PR. ——
iCudnto miden?

3. Dibuja la circunferencia con -
centro P y radio PQ

L. 8i trazamos olra cuerda, en el
circulo mayor, gue sea congru-
gruente con las anteriores,ls
distancia dePal centro de esa
cuerda, iSerf mayor, menor o -
igual al PR?

d) En la figura 16, la cuerda AB es perpendicular, al radio PR

1. Caleca 21 dibujo en tu cuaderno
y traza las cuerdas que sean =
perpendiculares a los radiocs PV
vy T en los puntos U y § respec
tivamente.

2. Compara las cuerdas trazadas con
BA

3. !{Las cuerdas trazadas son: mayores,
menores o iguales entre s77.

TANGENTE A UNA CIRCUNFERENCIA

En los dibujos 17.a y 17.b, la -
recta L se dice que es tangente a --
las ruedas, y el punto de contacto -
entre la rueda y la recta se llama -
runtoc de tangencia.

Definicidn: En un plano, una -
recta sc dice gue ez tangente

a una circunferencia si la in-
terseccidn entre la recta y la
circunferencia es un punto.

Al punto se le llama punto de

tangencia.
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En la figura 18, la recta AB es tangente
a la circunferencia C(P,r), en el punto §

Fig. 18

En las demostraciones que hemos realizado hasta ahora, usamos el método llamado
"directo", €sto es: con la informacidén y los conocimientos previos, obtenemos la -
conclusidn. En el siguiente teorema, emplearemos el método de "reduccidn al absur-
do"; que consiste bisicamente en suponer la falsedad del teorema.

Teorema 3. Si en una circunferencia, una recta es perpendicular a un radio en
el punto que se encuentra sobre la circunferencia, entonces, la rec
ta es tangente a la circunferencia.

HIPOTESIS: Una recta es perpendicular a un radio en el
punto de la circunferencia.
CONCLUSION: La recta es tangente a la circunferencia.
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H re—
En la figura 19, la AB es perpendicular a PQ en §.

DEMOSTRACICHN

Fig. 19

-~
En este caso, debemos demostrar que AB vy la cir-
cunferencia tieneunoy solamente un punto en comiln.

La idea serd suponer que la recta y la circunfe-
rencia tienen dos puntos en comfin.

31 de este supuesto cbtenemos una contradiceidn.-
entonces, el supuesto es-false y la negacidn del su-
puesto serd verdadero; &sto es: tienen un punto en -
comin. '

7.

8.

AFIRMACICNES:

+r
Suponganmos gue AB tiene
dos puntos distintos en
comlin con la circunfe--
renciay &ste es PQ v PQ!
son radigg ¥ la intersec
.~ . -
cidn de AB con la circun
ferencia es Q y Q!

. E1 A PQQ' es isbHsceles

dQ=3Q
m ¢ Q= 90°
.m4Q=m3Q =90°

El A PQR' tiene dos &ngu
los de 60°

El ¢ P mide 0°

QF es la misma recta gue
<>

P

RAZONES

Supuesto

Porque P§ = FQ' por ser radios.

Porgue son &ngulos de la base de un
tridngulo isbsceles.

Porgue A8 es perpendicular a af
Por la afirmacidn 3

Por las afirmaciones 4 y 5

Porque la suma de los &ngulos inte-

riores de un trifdngulo es de 180°

Por la afirmacidn 7

S 4—)» .

Esta es una contradiceidn porgue si QP y PQ'son la misma recta, entonces, no -
existe el A PQQ'. AsT que la suposicibn 1 es falsa, entonces la recta AR sdlc tie-
ne un punto en comln con la circunferencia.
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EJERCICIOS.
a) El1 reciproco del teorema 3 también es verdadero. Esto es:
Teorema: Si una recta es tangente a una circunferencia; entonces, el radio -
del centro al punto de tangencia es perpendicular a la recta.
1. Calca la figura 20; y con regla -
y compas, traza las perpendiculares
a cada recta en el punto de tangen- \\

cig.

2. 40omo se llama el punto de inter—-
seccidn de las rectas perpendicula
res que has trazado?

b) Copia la figura 21. Los difmetros AB

y CD son perpendiculares.

1. Traza las tangentes en los puntos
A ,B., 0y D. Fig. 20

(¢]

2. Une los puntos de interseccidn de
las rectas tangentes.

3. Traza los segmentos: Eﬁ; KE; Eﬁ'y
CA. B

4. Compara el &rea del poligono forma
do por los segmentos de recta tan-
gentes al circulo con el poligono
ADBC. Esto es; el &rea del poligo-
no ADBC, lQué tanto es menor que -

2 , 4 o D
que el area del poligono mayor? Fig. 2|

ANGULO CENTRAL Y SU ARCO

Con anterioridad, hemos usado la palabra "arco" para referirnos al "segmento -

de una circunferencia', ahora, le daremos un significado preciso al arco de una - .
circunferencia:

Definicidn: Dos puntos distintos de una circunferencia, dividen a la circunfe-
rencia en dos partes, llamadas arcos.
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Para determinar un segmento de recta,
basta con sefialar sus extremos; no asi -
en una circunferencia, en lg figura 22 -
se muestran dos arcos de circunferencisa
determinados por los puntos A y B. Como
se observa, el problema consiste en gge-
ber cuidl de los dos nos interesa. Para -
soluclonar este problema, fijaremcs una
orientacifn: la contrariz a las maneci--
1llas del relcjs con esta convencidn, el
arco AZ se obtiene al recorrer la circun
ferencia de A a B en esa direccidn; y el
arco BA al recorrer la circunferencis de
B a A.

A . , . - .
Los arcos los mediremos de la misma forms que a los &ngulos, €sto significa --
gue cada arco tendrd asscciada la medida de un Angulc; pero necesitarcs especificar
qué angulo, porque existe mAs de un Angulo cuyes lados contienen los puntos del ——

arco.

Cbserva la figura 23.

Fig. 23

El &ngulc que nos interesa, lo definiremos de la manera siguiente:

ARCO
8A

Fig. 22

ARCO
AB

Definicidn: En una circunferencia, un &ngulo central, es aquel cuyo vértice es
el centro de la circunferencia.

Diremos que la medida en grados, de wn arco, es la misma medida gue la del &n-
gulo central cuyos lados contienen los puntos extremos del arco.
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Ejemplo:

__En la figura 24, el &ngulo Q P R mide 90° y es un angulo central, as{ que: AB,
DC, EF miden 90°

La congruencia entre los arcos
en una circunferencia, la defini-
remos como sigue:

Definicidn: En una misma cir
cunferencia, dos
arcos son con- -
gruentes si tie-
nen la misma me-
dida.

Fig. 24
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Usaremos la figura 25, donde AC ¥ DB

son difmetros,para obtener los siguien-
tes resultados:

1. El1 § APB es congruente con el 4 DPC,
pergque son opuestos por el vériice.
2. De donde:
AB = IC
3. La cuerda EE es5 congruente ccon la
cuerda 56; porqgue ?K;FE,?E, ¥ PC 501

radios.

L. El ¥ PCD = § RAP porgue son &ngulos
correspondientes entre trifngulos -
congruentes, de donde:

5. DC es paralelo z AR
Conslderando los Angulos:

APD y CPB, se puede demostrar que 5ﬁ'y
CB scn paralelos,

Tambi&n se dice que, por ejemplo, el arco AB (fig. 25)

gue la cuerda AB estd subtendida ror el arco AB.

A continuacién, demostraremos el siguiente tecrema:

subtiene la cuerda EE o}

Teorema L: Fn una circunferencia, arcos congruentes subtienen cuerdas con-

gruentes.

HIPOTESIS: Los arcos son congruentes.
CONCLUSION: Las cuerdes subtendidas por los arcos, son

congruentes,

DEMOSTRACTION.

En la figura 26, RQ v TS son congruentes.

AFIRMACTONES KAZOKES
%1 ¥ QPR = ¢ SPT Porque R = T8 ¥y la me
dida de ﬁﬁ, en gradcs,

_ es la misma gue E%

F@ = PR = PS = PT Porgue son radios.

El A PQR = A PST Por el axioma LAL de la

. unidad b

GK = TS Por ger lados correspon

dientes de tridngulos -
congruentes.
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a)

EJERCICIOS.

A continuacidn, listaremos las afirmaciones
de la demostracidn del reciproco del teore-
ma 5.

Debes completar las razones.

Emplea la figura 27 para completar.

Teorema 5: Cuerdas congruentes estéin subten
didas por arcos congruentes.

=g 075 L (R

b)

al
2
£
L.
>
6.

. QA
E1

HTPOTESIS: Las cuerdas son congruentes
CONCLUSION: Los arcos que las subtienden
son congruentes.

Fig. 27

DEMOSTRACION.

AFIRMACIONES RAZONES.

13

QB =QC =@

A BQA = A CQD
E1l 3 BQA 3 CQD
AB-= (D

e

1}

1R

En la figura 28, el &ngulo SpT
mide 60°. Después de contestar, usa el transportador para verificar tus respues

tas.
Fig. 28

iCuafito mide el &ngulo QPR ?
¢(Cuénto mide el angulo RQP?
¢Cuénto mide el Zngulo STP?
¢Cudnto mide el dngulo PST?
{Cuafito mide el &ngulo SPQ?

¢Qué &ngulo es congruente con
¥ RPT?
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ANGULC INSCRITO Y SU ARCO

En la figura 29, los &ngulos CAB y FDE, -
tienen la caracterisitica de tener el viBrtice
en la circunferencia.

Definici®n: Zn una circunferencia, si un
angulo tiene su vBrtice en la circunfe-—
rencis ¥ cada lado contiene una cuerda,
entonces, el &ngule se 1lama inscrito.

Fijemos la atencién en la relacifn entre -
las medidas del &ngulo Inscrito y el arco sub
tendido.

Como conocimiento previc, necesitamos re--
cordar que (fig.30) la medida del #ngulo BCD
es igual a la sums de las medidas de los angu
los Ay B

Fig. 30

Con egste resultado en mente, demostraremos el siguiente teorena.

Teorems 6: La medida del Angulo inserito en una circunferencia es igual a
la mitad del arco subtendido entre sus lados.

HIPOTESTS: Un &ngulo estf inscrito en una circunferen-
cla. -

CONCLUSION: Su medida es la mitad del arco subtendido
entre sus lados.

DEMOSTRACION:

Dividiremos la demostracifn en 3 casos.
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Caso 1. (fig.31) Uno de los lados del &ngulo

A contiene al difmetro de 1a circunferencisa. Fig. 3! c
AFTRMACIQNES RAZONES.

1. m¥CPD=m§C+mIa Resultado anterior

<. FC = PA A P D

A CAP es i1sbsceles C=zPp
3. 3 AE Y ¢ Por ser Angulos en la
base del trifngulo isbs
celes,
b, m¢ 4 = ELj—EEE Por las afirmacicnes
2
1y 3.
mdC .
5. m3 A= > Porque la medida del #n

gulo CPD es la asociada
al arco BC.

Caso 2. Los lados del &ngulo inscrito estén s cada lado de un didmetro fig. 32.

Fig. 32
AFIRMACIQONES RAZONES
mCD 8
1. m ¢ BAC = 5 Por el caso 1
2. m ¥ CAD = Egg Por el caso 1 ¢
—— ——— A
mCE | mDC
3. m4BAC+m4CAD= >t Sumando la expresidn de
la afirmacidn 1 con la
expresidn de la afirma- D
cidn 2,
oy — ——
C C
L. m ¢ BAD =-E§§ Porque m 3 BAC + m § CAD = m § BAD y §§-+ g— =
CB+3C _ DB
2 2

Caso 3. Los lados del fngulo inscrito, estén del mismo lado de wn difmetro,fig.
33.

AFTRMACIONRS RAZONES
1. mCD+m B = B Sumando los arcos Fig. 33
2. myDAC+mICAB=mIDAB Sumandc los &ngulos
CD+mBC
3. mIDAC+mICAB= Lg—-— Por el caso 1
L. m3CAB= Egg Per el caso 1
5. m3pac+ ZEC. mCD | mBC Sustituyendo m3ICAB
2 2 2 =
op BBC
por =5
6. m ¥ DAC = Egg Restando a ambos miem
mBC
bros-jg—
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EJERCICIOS:
Tres resultados inmediatos del teorema 6, son los siguientes:
a) Los Angulos inscritos que subtienden el mismo arco son congruentes,

Observa la figura 34. A continuacidn se darin las afirmaciones y debes completar

las razones.

1.

2.

3.

b

HIPOTESIS: Los &ngulos inseritos subtienden
el misme arco.

CONCLUSTON: TLos &ngulos son congruentes., Fig. 34
AFTEMACIONES RAZONES
_ mBC D
m{ A= >
~—
mBC
m¥D= > R
md4$A=m3q07D
3§ A=z

b) Los &ngulos inseritos que subtienden arcos congruentes son congruentes.
Observa la figura 35. Da tus afirmaciones ¥ razcnes.

HIPOTESIS: Les éngulosrinscritos subtienden arcos
congruentes.
CONCLUSTON: Los &ngulos son congruentes.

AFIRMACIONES RAZONES
Fig. 35
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¢) 8i un &ngulo inscrito subtiende un arco (CB) de 180° {figura 36), entonces -
la cuerds CB es un difmetro.

Usando el tecrema 6, icufinto mide el &ngulo A?

Fig. 36

A

>,

d) Usando el resultado del inciso {c) ¥ el ngulo de 90° de una escuadra (o de
una hoja de papel), localiza el centro de las gigulentes circunferencias.

C

ANGULO SEMI-INSCRITO

Fig. 37

En la figura 38, el lado BC del &ngulo
CBD pertenece a la tangente PG ¥y el lado

4
ED es una cuerda LE
Fig. 38 D
Este tipo de &ngulos, recibe el nom——
bre de &ngulos semi-inscritos.
B
Definicidn: En una circunferencia,-
si un &ngulo tiene su vértice en ls
circunferencia , uno de los lados -
€5 tangente a la circunferencia vy -
el otre es una cuerda, entonces el
gngulo se llama semi-inscrito. Jc
!
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El siguiente teorema, relaciona la medida del arco subtendido, con el &ngulo -~
seml-inscrito que lo contlene

Teorema T: En una circunferencia, la medida del &ngulo semi-inscritc, es -
la mitad del arco del interior del dngulc.

HIPCTESIS: En una circunferencia, hay un &ngulo semi-

inserito.
CONCLUSION: Su medids es la mitad del arco en su inte-
ricr.
DEMOSTRACTION.

<
En la figura 39, el &ngulo BAD es semi- -inscrito, ED es paralela s CB, Al es
perpendicular a ED y el trifngulo AED es isBsceles.

AFIRMACIONES RAZONES
Fig.39
1. ¥ ADE = ¥ DEA Por ser &ngulos en lia ¢ A///

- B
base del tri&ngulo 1505 * —
celes.

2. m 4 DEA = Egé Por ser angulo inscrito
¥ usando el teorema 6. p
3. ¥ DAB = ¥ ADE Por ser alternos inter- E
nos entre parslelas. - E\\\\\H‘_—afz///o—a
L. ¢ DAB = 4 ADE = ¢ DEA Por las afirmaciones 1
v 3
DA
5. m % DAB = —Eé Porque si ¢ DAB = 4 DEA
entonces tignen la misme medida y la medida del
4 DEA es Eg£

EJERCICIOS:
e N ==
a) En la figura 40, ED es paralela a CB; AP 2e_perpendicular tanto a FD como g
AR

&8, Bl trlangulo A B Ces isbsceles. (AB = AC)y el gngulo B mide 51°.
Contesta las siguientes preguntas;

1. iCulnto mide el &ngulo ACBY?

2. {Cufinto mide el &ngulo DAB?

3. iCulinto mide el 4ngulo BAP?

4. iCuBnto mide el Angulo EAC? N
5 \

- iCuafito mide el Angulo ACF?

Fig. 40
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b) En la figura 41, la medida del arco AB es de 120°,

1. iCulnto mide el &ngulo APB?

iCufnto mide el &ngulo CED?

2

3. i{Culnto mide el &ngulo APCH
4. iCufintc mide el Angulo BPD?
5

{Cufnto mide el arco DC?

MEDIDA DE LGS ARCOS EN RADTANES.

Desde el primer curso de matemfAticas, eabemos que el perimetro de una circun-—
ferencia es:

P = 2nr

Donde: P es el perimetro; r el radio y n el nfimerc: 3.1415926...

Por otrc lado, la medida del &ngulo de toda la circunferencia es de 360°. De
donde podemos establecer la !
igualdad: 360° = P, de donde: Fig. 42

360° = 2nr

La medida del arco AA es de 360°
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Ahora, podemos saber culnto mide
P -
r en funcitn de los grados; esto eg:

360° = 2ar

Despejande & r:

360°
2

Haciendo la divisitn:

360° _ 360 _
2r 7 2(3.1k1s926 T T-290T..s

Redondeando el resultado a una cifra decimal tenemos que:

r = 57. 3°

De este resultado, sabemos que un &ngulo central de 57.3°, subtiende un arco -

igual al radio fig. L3
Fig. 43

Con esto, definimos un radian como sigue:

Definici®n: En una circunferencia un ra-
dian es la medida de un arco, cuya longi
tud es igual al radio.

El &ngulo PQR mide 57.3%; asi que el
arco RP mide lo mismo gue el radio.

« - . 4
La egquivalencia de un radian en grados es:

1 radian = 57.3°

Consideremos el problema de saber cudl es la equivalencia de un grado en radia-
nes. Iniciamos con la expresidn:

360° = 27 (1 radian) (cbserva gue: 360° = o1 (57.3°))
Dividiendo ambos miembres entre 360° tenemos:

360° _ 2n (1 radién)

Fig. 44

360° © 360°
19 = 6'28319(§6g§dian)=o.01?h533 radianes

Aproximando a 4 cifras decimales tenemos:

190.0174 radianes

1° = 0.01T4 radianes
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EJERCICIOS:
a) Dibuja una circunferencia ¥y en ells traza:

1. Un &ngulo central gue subtienda un arco de 2 radianes.
<. Un arco que est@ subtendido por un Bngulo central de 11L4.6°

3. Un arco de 3 radianes.

b) En la figura 45, el dngulo PQR mide 40° ’
Encuentra la medida, en radianes, de:

409

LUGAR GEOMETRICO

En las definicicnes de circunferencia, dngulo inscrito, tangente, etc., se han
explicitade las condiciones que deben cumplir los puntos de un plano para pertene

cer a las figuras definidas.
Por ejemplo, en la definicidn de circunferencia se dice:

"... es el conjunto de todos los puntos de un plano, que estan a la misma distan-

cia del centro"
En la definicidn de radio. se menciona:

" . 1]
El segmento gue une el centro con cualquler punto.. .

En general podemos decir que:

Definicidn: Lugar geométrico, es el conjunto de puntos, de un plano, gque cum--
plen con al menos una condicidn geomBtrica.

EJEMPLOS ;
1. 81 damos una recta AB y un punto P gue no esté contenido en la recta, el lugar

geomtrico de todos los puntos que estén ¢ la misma distancia de P a la recta -
AB, es una recta paralela que contiene a P, fig. L6
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2. Dados dos puntos A y B, el lugar geomé
trico de los puntos gque estén a la mig
ma distancia de A y B es la mediatriz Fig. 46

/

del segmentc AR

3. Dados dos rayos PA y PB con P como pun — \/ \v/ N
to comiin, el Jugar geométrico de los - A} /Q
puntes que estin a la misma distancis
del rayo PA y del rayo PB, es 1a bisec
triz del Angulo BRPA. i \

X

a) Encuentra el lugar geométrico de todos los puntos gue se encuentran 8 > cen
timetros de la recta AB (fig. 47)

EJERCICIOS:

Fig. 47

A 8

b) Calca la figura 43 y encuentra el lugar geomdtrico de todos los puntos que
estdn a 5 cm del punto P.

¢) Encuentra el lugar geométrico {(circunferencia) que sea tangente a las cir--
cunferencias C1, Cz, Cide la fig. 48 (Qos soluciones)

Fig. 48

figura 48
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e) En la figura L9, se ha divujado un cuadrade inscrito en el trifngulo ABC, -

de tal manera que un lado del cuadrado
lo; usando Gnicamente regla y compés.

Los pasos fueron los siguientes:

1.

5.

6.

Se localiza un punto cualguiera gue
llamamos P sobre el lado AC de trign
gule, '

Se traza la perpendicular al ladc AB
que contenga a P y se localiza Q en
la interseccifn de esa recta y el la
do AB.

Con la medida 5@ se traza el cuadra-
do PQRS.

Se dibuja la recta AS y se localizsa
el punto G sobre el lado CB del trifn
gulo.

Se traza laz perpendicular al lado
AB que contenga a G.

Con la medida FG se dibuja el cua
drado GHEF.

Dibuja el cuadrade inscrito en el

trifngulo ABC figura 50, de tal ma
rera gue unc de los lados del cua-
drado, esté sobre el lado AB , em-
pleando Gnicamente regla y compés.

Dibuja una circunferencia, de tal
manera gue contenga las vErtices -
del cuadrade del inciso a.

Traza una circunferencia de tal ms
nera que contenga los vértices del
trifngulo de la figura 50.
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NOTA HISTORICA
STONEHENGE

Los arqueblogos consideran que, hacia el afio 2750 antes de nuestra era, conengd
la construccibn del observatorio Stonehenge.

Loe cuatro pilares denominados "Starlon Stones" scn vBrtices de un recténgulo -
inscrito en el circulo donde se cruzan lTneas lunares.

Fransia

STONEHENBE

iriandae

81 trazamos un lado y ls diagonal de tres de esos pilares, obtendremos un &ngu-

1o en la circunferencia con el vértice en ella. Esta clase de fngulos se llaman &n
gulos inscritos.
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MUCHAS COSAS SE JUZGAN IMPOSIBLES
DE HACER, ANTES DE QUE SEAN HE- -
CHAS,

PLINIO,
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I TR CD UUCUCCTI ON

Cuando consideramos una imagen amplifi
cada o reducida de algln objeto, hablamos
de semejanza. Ejemplos de este tipo los -
podemos ver en todas partes. Recordemos -
las imégenes reflejadas en una pantalla -
de proyeceifn. Si quisiframos observarlas
a mayor o menor tamafio bastarfa con aumen
tar o disminuir, respectivamente, la dis-
tancia gque hay entre el proyector y la —-
pantalla.

El estudic de la semejanza reviste
gran importancia ya que nos da idea,-
mediante pequefios modelos, de objetos
gque tendrén que elaborarse posterior-
mente y que, ademis, pueden ser de —-
gran tamafic, o, bien, obtener modelos
grandes de obJjetos gue, dado su dimi-
nuto tamafic, no serfa posible anali-=
zar de manera sencilla.
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OBJETIVOS PARTICULARES:

Construird figuras semejantes, utilizando el concepto de escala.

Analizaréd las propiedades de figura semejantes, mediante la comparacidn -
de susz clemerntos homblegos.

Demostrarf algunos teoremas sobre semejanza.

Aplicarf las nociones de congruenciaz y semejanza en la construccidn de fi
guras homot&ticas.

5 . - - ~ s 4 - . PR
Aplicard el concepto de semejanza en la resclucldn de ejerciclos y proble
mas .

OBJETIVOS ESPECIFICOS:

Obtendrd la escala a 1z gue estfn dos (ipuras semejantes.
Interpretaréd escalas en dibujos y mapas.

Construird figuras semejentes, utiiizande diferentes escalas.
Distinguird elementos homblogos, en figuras senejantes.

Incontraréd las relaciones que existen entre elementos homSlogos de figu~-
ras senejantes.

Demostrard el teorema de Thales,

Demostraré que toda recta paralela a uno de los lados de un tridngulo Tor
ma otro trifingulo semejante sl primero.

Demostrard los tres casos de semejanza de trifngulos.
Deduclird el concepto de homotecla al construir figuras semejantes.

Comprobard gue la nomotecia conserva las mismas propiedades de la semejan
74

Aplicard la semejanza a la demostracidn del teorema de Pitfgoras.
Construiré la cuarts proporcional.
Construirid la medida proporcional.

Aplicard la semejanza de figuras a la resclucidn de problemas.
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RAZON

Iniclaremos, £l estudio de ests unidad, con un concepto mediante el ecual se ha
ce la Comparac1on entre dos nimeros para peder establecer el tivo de relacidn gue

entre ellos hay. ,/fﬂis\
/ A1

Al cociente "a" en "b" de dos
nimeros positivos se le conoce
con el nombre de razbn. Expre-
sado de otra manera: ls razdn
de "a" en "b" ez a/b [recuerda
que por ser positives ninguno
puede ser cero].

—

Ejemplos:
Sea: a=3 ;3 b=l ; =6 ; g=7
La razdn de a en b es
La razdn de ¢ en 4 es
La razdn de b en ¢ es
La razdn de b en a es

La razdn de a en ¢ es

1 O Wl aE =)oy £l

La razfn de d en b es
El concepto de razdn tambidn se aplica entre segmentcs.

La razdn gque hay de un segmento en otre, es la razdn que hay entre las medidas
de dichos scegmentos.

Ejemplos:

a) Dados dos segmentos "a" ¥ "b" cuyas longitudes son 2 ¥ 3 respectivamente, la
razdn "a" en "b" entre dichos segmentos eg:

—— . ' b razdn % = §~ por ser a=2 y b=3
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Esto es,

es

b) lLa razdn de

" 1

m

en

a continuacidn es:

L]
ln"

que hay entre dos de los lados del tridngulo trazadc

razén — = L r
n o~ = por se
:T ¥ n:h
¢) La razbn de "o" en "a" que hay entre los segmentos del ineciso {a) es:
- b 3
razon P > pcr ser b=3 y a=2

Date cgent% qu

_ 2 =
a.

b

»

b

3

e la rgzdn del inciso (a) es diferente a la razdn del inciso ().
3

2

De todo lo anterior, es posible ver que la razdn que hay de un nimero en otro
s0lo una maners de comparar tales nimeros.

Si

a2

s

Ejercicios:

1.~ Sea a=2

Encuentra las

La

La

La

La

La

La

razdn
.
razdn
-
razon
-
razbn
razdn

-
razon

de

de

de

de

de

de

a

b

; b=6

> 1, entonces a>b

.

»

3y CFT 3

. 4 .
81 = < 1, entonces a<b y si

a —_—
5 5 = 1, entonces a=b.

d=9

razones gue se indican a continuacifn:

en b eg

en

en

ern

en

en

2.— Considerando

Mide

o'|@

oo

¥ encuentra

d

d

a

o4

b

la figura siguiente:

es

es

es

€5

es

c

la razdn que hay entre las parejas dadas a continuacidn:

!
I
oo

w |
ofe
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3.- Considera la medids de los segmentos 1, my n, y encuentra las razones indi
cadas,

b—— .
m en n = n en 1 =
—_— g m
— L v n 1l en m = 1l en n =
L.~ Escribe el signo de relacidn ( », <, =) seglin corresponda a cada pareja -

de nlmercs, si se cumplen las siguientes condiciones:

51 % > 1, entonces a b
. C

S1 3 = 1, entonces c d
. c

51 5 < 1, entonces C a

PRCPORCION

a. &) a c

Dadas dos razones b y & , diremos que estén en proporcidn si b 4. En -
otras palebras: cuando consideramos una pareja de nimeros { por ejemplo 1y 2 ) =
cuya razdn es la misma de otre (digamos U y 8), decimos que estln en proporcidn -

ror tener ambas parejas la misma razdn.

=
H
ool =

Observa gue los nlmeros que estén en proporcidn conservan las mismas propieda-
des de la eguivalencia entre racionales.

Esto es: sl multiplicamos en diagonal ( el denominador de una de las razones -
por el numerador de la otra ), obtenemos el mismo nimerc: 3

(8)(1)=8 . (2)(k)=8
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Ejemplos:

a) Siendo a=3 3 b= 11 3 ¢= 6 3 d=p2

- . 3 11
estln en proporeidn, ya gue =

Las razcones z b
c ¥ 1 o0

B1 multipiicamos en diageonal el producto es el mismo.

b) Si un ciclista recorre 16 Km, en 20 minuteos, viajando a velocidad constante
tCuAntos Km. recorrerd en 45 minutos?

Km. recorridos 16 _ X Km. recorridos

Tiempo en min. 20 45 Tiempo en min.

Rescolviendo la ecuacién:

(16){ks) _ q20 _
20 20 36

X=

Sclucidn: recorrerd 36 Km.

Ejercicios:
a a’
l.- Verifica que las razones b y ' estfn en proporcidn y & Cudl es el vro-
ducto que sec obtiene en sus diagonales?

b= 2l b'=33

2.~ Comprueba gue, al intercamblar nlmeros en diagonal se conserva la propor--
-
cidn.

T 1

21 T 33 27 7

3.- 4Berén vilidas las siguientes proporcicnes?

33+21 1147 33-21 11-7

21 7 21 T

b.- Encuentra el valor de X en cada una de las proporciones sigulentes:

2 Lo 2
a ) = B
5 - 2K
©) T 1L
9 2. x
x+e
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5.- Un avidn, viajando a una veloci
dad constante, recorre una distancis -
de 450 Km. en 30 minutos. & Cudnto —--
tiempo le llevaré recorrer 675 Km,?

6.- 5i el corazdn de un adulte efec
tla 20 palpitaciones en 15 segundos. —
iCufntas palpitaciones tendrd en 33 se
gundos?

T.— 81 la razbn que hay entre el re
s0 de la sangre y el peso del cuerpc -
que la contiene es de 2/27 & Culntos -
Kg. de sangre habrd en un cuerpc que -
pesa 54 Kg.?

8.~ 81 un automdvil recorre 34 Km.
en 20 minutos, viajando a velocidad -
constante. ¢ Cufntos Km. recorreri en
50 minutes?

El concepto de proporcionalidad es valicso, puesto gue tambifn nos permite in-
terpretar la escala a la que se encuentran las fotografias,los mapas, las mague—-
tag y los dibujos en general.

ESCALAS

L3 . -
A la relacidn constante que hay entre las dimensiones de la representacidn --
(divujo, mapa, modelo, plano, magueta, ete.) de un objeto ¥ sus dimensiones rea--
les, se le conoce como escala.
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Una representacidn a escala es, entonces, la reduceidn o ampliacién del trazo
© del objeto, conservando la misma forma. Las relaciones entre las dimensiones -

obtenidas en la representacién ¥ las correspondientes dimensicnes reales deberfn
mantienerse siempre constantes.

Ejemplos:

81 la longitud que tiene un au
tomdvil es de Lk m. y se va a -
representar por una longitud -
de 4 em., la escala a usar es:
bLem. 4 cm. L 1

Lm., 7 L0ocm. T Loo T 100

— s em —

i§§cala: 1:100]

Lo cual gquiere decir que por cada cm. que se traza en el dibujeo, se estén re-
presentando 100 em. ( 100 em. = 1 m. )|

51 la altura de un edificio es de 15 m. ¥ se va 2 represgsentar por un trazo de
30 cm., la escala a usar es:

30 em._ 30 em. 30 3 1

15 m.  I500cm.” 1500 - 150 ~ 50 [Fscala: 1:50]

Lo cual signifies que por cada cm. de trazo en el dibujo, se estén representan
do 50 cm, '
(observa que, en la escala, colocamos en el numerader la medida del trazo Y en el
denominador la del objeto a ser representade).

Si la longitud de uns pulga es de 2 mm. v se va
4 representar por un trazo de 5 em., la escals
a4 usar eg:

5 om, _ 50 mm. _ 26 _ 25
2 mm. 2mm. 2 - 1

ngcala: 25:1[

Lo cual significa que se aumentd 25 veces el tamafio real.
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51 se desea dibujar, a escals 1:10, un escritorio cuya altura es de 77 cnm.,

para encontrar la altura gque tendré diche dibujo, procedemos de la siguiente ma-
nera:

Resolviendo la proporcifn

X= it = 7.7 cm.
El dibUjo deberi tener una altura
de T.Tcnm.
31 el dibujo de un estante tiene
una altura de 10 cm. y se utilizd
una escals 1:15. La altura real -
del estante se determina:

1L_10

15 X

Resolviende la proporcidn

X = 150 cm.

El estante tiene una altura de
1.50 m.

Ejercicios:

1l.- 81 la altura de un sutoblls es de 3 m. y se va a representar con un trazc de
30 cm. & Cudl debe ser la escala a usar?

30 cn. - cm. - Escala
3 m. cnl.
—
2.~ 51 la altura de un edifi--

cio es de 12 m. y se va a repre—-—
sentar con un trave de 36 cm.
i Cuil debe ser la escala a usar?

3.- En un mapa del Estado de México, trazado a escala 1:200 000, la distancia
gque hay, en linea recta, de Toluca a Cusutitlén Izealll es de 31 cm. ¢ CuAl serd
la distancia real? ESTADO DE MEXICO
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b~ Dibuja, a escala 1:25, el escritorio qQue hay en tu aula.

5.- Haz, en tu cuadernc, un dibujo a escalas del rizarrén.
SCEMEJANGZA

B8i tenemos dos figuras trazadas a escala, se dice gque estamos trabajande figu-
ras semejantes. Dos poligonos son semejantes si tienen el mismo nlmerc de lados ¥

ademfs, sus lados correspondientes son proporcionales ¥ sus dngulos correspondien-
tes son congruentes.

BEsto es: para tener dos polfgonos semejantes se requiere que sus Angulos hom&lo

€os conserven la misma medids y sus lados homdlogos sean preoporcicnales ("hom8lo-—
gos" son aguellos elementos que se corresponden entre sf).

En lo sucesivo, utilizaremos el sfmbolo "o para referirnos a poligonos,
Ejemplo:

O ABCD ~ OA'B'C'D' ( Se lee el poligono ABCD es semejante al poligono
AIBICIDl). B e

Porque: d ™,

A D A ol
1) Sus &ngulos homblogos son congruentes :

FAEIASYBEIB 53 C=3cC 330D

nr

3 D'

2) Sus lados homdloges son Proporcionales:

lA?

= = K
B'C! c'p!

AB
A'B'

]

En donde a la razfn comfn "K" se le llama constante de proporcionalidad.

EJercicios:
Con base a lo anterior responde:
1.- % Serén semejantes dos tridngulos equiléteros 7

2.- ¢ Bon semejantes dos cuadrados cualesquiers 7

L
|
o

Son semejantes los trifngulos siguientes 2

@

567
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L.~ Construye, utilizando la escala 1:3, un polfgono A'3'C'D' semejante al si-—
guiente:
8 C

A D

5.- Construye un poligono A'B'C'D'ET, semejante al < ABCDE, utilizando a eg-
cala 1:2

A B

Para el desarrollc de la geometria a tenide que pasar mucho tiempo y han sido
muchas las personas gque se han dedicado a darle forma y sentido al estudio de la
misma. Uno de los genios, de la Grecia antigua, gue utilizd los conocimientos de
proporcicnalidad para conccer la altura gque tenfan determinados objetos fue el -
que a contlinuacidn se menciona.

THALES DE MILETO.

Matemftico, astrfnomo y fildsofo
griego, era considerado un gran ge-
nio desde joven, aln cuando fue mer
cader y luego tuvo cargos politicos.
85lc en lcs Gltimos afios de su vida
se dedicd a sus estudios preferidos.

Se cuenta que, siendo alin nifio,
en compafifa de los sabios del anti-
guo Egipto, pudo ver de cerca la -
pirémide de Keops, "i Quéd altura -
piensas que tienet", le preguntd -
uno de los sacerdotes. Thales, des-
pués de un momento, respondid que -
rodrfa valcrarla a "ojo" pero gue -
no le gustaba hablar de cifras sin ton ni son. Sonriendo, declard que estarfa en
condiciones de medirla con suficiente precisi®n sin instrumento zlguno y sin ne-
cesidad de subir a la cima de tan grandicsa construceibn.

El sacerdcte y las otras perscnas presentes le preguntaron al muchacho qué eg
taba pensandc ( tal vez intercambiandeo sonrisas de entendimiento todos se pregun
taban si ese jovencito griego estaba enlogqueciendo de presuncidn ). & Acasc no -
era verdad gque para construir el gran edificio, los mejores cerebros de Egipto,
con el concurso de millones de esclavos, hablan trabajado durante afios inventan
do directamente nuevos instrumentos, nuevos métodos de trabajo, nuevos sistemas
de medir longitudes, pesos, inclinaciones 7.
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Thales se tendid en tierra y
trazd dos signos en la arena;
wio a la altura de su cabeza y
el otrc a la punta de sus pies.
Luegc, se levantd® y trazd una
1inea recta entre los dos pun—-
tos. " Ahora me pararé en un ex
tremo de esta linea, que mide
lo mismo gque mi persona y espe-
raré hasta que mi sombra tenga
el mismo largo. En ese mismo
instante, también la sombra de
la pirémide tendrd el mismo lar
2o que la altura del edificio,.

Leos sacerdotes y sus acompafiantes quedaron asombrados por la simplicidad de la
solucidn. Alguno se preguntd si por casualidad no habria un error y se tratarfa -
de un sofisma extremadamente 18gice elaboradc por ese muchacho prodigio. Pero Tha
les no habia terminado: " Si quieren que mida la altura de la pirdmide & cuale———
quier hora del dia, por sjemplo ahora {esto es, cualguiera que sea la posicidn -
del sol en nuestro horizonte y, por lo tanto, cualquiera que sea el largo de las
sombras en la arena), puedo clavar en la tierra un palo. Miren: en este momento
el largo de la sombra es, mis o mencs, la mitad de la altura del bastdn. Por lo
tanto, tambi&n la sombra de la pirimide
s0lo puede ser la mitad de la altura de
esa construccidn. No hay mis gue con——-—
frontar el largo del bastdn con el de
su sombra para encontrar en seguida( me
diante divisidn o multiplicacidn del ——
largo de la sombra de la pirfmide) la -
altura de esta Gltima".

La fabulosa demostracidn geométriceo-
matemdtica de Thales frente a la pirfmi
de de Keops - sea verdad o fruto de la
leyenda - tiene su fundasmento en la se-
mejanza de los triangulos.

A continuacidn se cnuncia su teorema:

TEOREMA DE THALES

51 una serie de paralelas son cortadas por dos rectas secantes, los segmentos
correspondientes determinados scbre cada secante son proporcionales.

AN

™~

CI

) C3

1
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En otras palabras, el teorema sefiala que, si AA', BB', TC', DD' son rectas para
lelas que son cortadas por dos secantes r y s, se cumplen las proporciones

AB_ _ AC__ _BC ) _CD _ AD

AlBT A‘l’cl BTCI BID'I C'IDI - ATDT

CD

A'B! c'D!

Encontremos, para ser mis precisos, que

La proporcidn anterior la podemos escribir, tambign, como:

Mediante el usc de una regla graduasda podemos saber cufl es la longitud de los
segmentos en 1 dibujc dado.

AB=> ; CD=3 ; A'B'=3 ; C'D'=k.s5

Y sustituyendc dichas medidas en la proporcidn,

: 2
CD cro! 3 ETg

cheservamos que el teorema ge cumple.
Comprueba, & manera de ejercicio, las demls proporcicnes.

83 pusiste atencidn en la pequefia biograffa de Thales de Mileto, te habrés dado

cuenta que 1o gque £€1 penso, para conocer la altura de la pirémide, fue una propor-
cidn.

Atura de la persona _ Altura de la piramide
Sombra proyectada Bombra proyectada

SEMEJANZA DE TRIANGULOS

Una de las aplicaciones del razonamiento antericr, se da en la construccidn de
trifnguios semejantes.

TEOREMA FUNDAMENTAL,

"Toda paralela a un lado de un trifingule forme con los otros dos lados un trién
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gulo semejante al primerc”.

Tomemos un Ltri&ngule ABC, un puntc M en el lado

AC ¥ bracemos una recta paralela a B por M. Lla-
memos N al punte en el que esta recta intersects

al ladoc AB.

Y probemos gue A ANM v A ABC.

Una forma de lograrlc es trazando una paralela s
Ea.por el punto N. Llamemos D al punto en que esta

recta intersecta a CB.

En los tridngules ANM y ABC:

Az %A Angulo comin.
N =z 9B Por ser correspondientes.
IM=z9C Por ser correspondientes.

Por otreo lade: utilizando el teorems de Thales.

iM_ = % (1) Por ser MW||BC
AC AB

_EE— (2) Por ser WD |[AC
CB

Al comparar (1) y (2}, se obtiene:

(3) Por transitividad.

&l izl
118l

Ademfs ;3 CD = MN (4) CMND es un paralelogramo.

Sustituyendo en {3) a MN por CD:

&l (&l
=Y

=t
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Ya que:

JA= JA
IN = 3B y AM _ AN _ MN
N © = O

Se concluye que & ANM a A ABC

Es posible probar, también por mediciones, que si los trifngulos son senejan--
tes, la razén entre sus segmentos correspondientes siempre se cOnserva.

Ejemplo:

a) Considerando al trifngulo ABC con oE || BC

8
Probar gque AB - AC
AD AR

5 Cudl es la medida de los segmentos?: D

AB = L o= 2

A

— — C E

AD = 2 AE = 1
Sustituyendo dichas medidas en la proporeibn

Lokl oy Eo_2 .,

AD 2 in 1
Ejercicios: A
1.- En ABC, si DE ||BC, entonces:

B _ iE ) 0E _ _EC

B AC iB AC
Midiendo,con una regla graduada, los segnmentos! E D
D = IE = DB =
iB = AC = EC = ¢ B
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Sustituyendc en las proporcicnes

AD _ AB
AB T AC

a)

b) BR

En 4 RBL,

3.= Encuentra,

siguientes.

c)

A

¢ 8

con 50 || B

R
3 L

mediante proporciones, la medida de X en cada una de las figuras —--

e

d)
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CASCS DE SEMEJANZA DE TRIANGULOS
Pars saber si dos trifngulos son semejantes, no es necesario comprobar todas -
las condiciones anteriormente dichas {gue los lados correspondientes sean propor-
cionales v los &ngulos correspondientes sean congruentes), basta con cumplir cier
tos criterios gue a continuacidn se dan:

Primer Caso

TEOREMA LLL. Dos trifingulos son semejantes cuando tienen proporcionales sus
tres lados.

Si tenemos, por ejemplo:

F
c |i :::2
A 5 B
donde : o bién:
E: E: B_——v(—j- ‘5"='g'=£
5@ 5§ EF 2.5 1 2

Midiendo los Angulos correspondientes podemos ver gque efectivamente los tridn.
gulos scn semejantes,

¥ A=z<eD
I B=z3E
3C=43F

Una forma de comprobar esto es dibujancdo en tu cuadernc el tridngulo DEF y su-
perponiéndolo al trifngulo ABC, de tal manera gque hagas coincidir, sucesivamente,
los &ngulos A, D3y B, E y C, F.

Segundo Caso

En la cuarta unidad vimos gue la suma de los Angulos interiores de cualquier -
trifngulo es igual a 180%, con esta informacidn podemos decir que si conocemos dos
Zngulos de un trifngulc, entonces sabremos cufl es la medida del otro &ngulo.

TEOREMA AA. Si dos fngulos de un trifngulo son respectivamente congruentes a -

dos Angulos de otro triingulo, entonces los trifingulos son semejan

tes.

Veamos los siguientes tri&ngulos ABC y DEF, donde

I 0=3F NS I B4 E
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C B F E
El teorema dice que estos trifngulos son seme jantes.

Sabemos que ¥ A = ¢ D por la propiedad de la suma de los fngulos interiores de
cualquier tridngulo.

Con una regla graduada mide los segmentos AB BC CA, 5E, EF v 5f'que represen
tan los ladeos de los trifngulos ¥ encontraris que, efectivamente, estén en propor
cidn.

| I8
|

g f&
|

3 12l

Otra forma mls que hay para saber si dos tri&ngulos son ¢ no semejantes es la -
siguiente:

Tercer Caso

TEOREMA LAL. 8i en dos trifngulos, un &ngulc de uno de ellos es congruente —-
con un &ngulo del otro, ¥ los lados que los forman son respecti-
vamente proporcicnales, log trifngulos son semejantes.

Tracemos los trifngulos ABC y DEF, de tal forma que se conserven las siguien
tes condiciones minimas:

lados: Zngulos:
5 _ABC 4 DEF }IB=3E=ks0
AB = 3 em. DE = k.5 cm.

BC = 2 em. EF = 3 cm.,

1l

F
c
45 o
A B D " N\g
Observa que:
B, X 6 3_2
DE F k53
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51 unimos A con ¢ y D con F, encoentramos que:

o

FD

2 &]

m|

1Nl
i

Lo cual viene siendo el primer caso de semejanza de trifngules, tratado anterior

mente.
EJERCICIOS:
1.- Completa cada una de las proporciones siguientes: N
5i & HEM oA ING, entonces £
DE W
cn M H G I
) ¥E = 3

P

resuélvelas para X y Y.
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APLICACION DE LA SEMEJANZA A LA DEMOSTRACION DEL TECREMA DE PITAGORAS.

Wtilizando los conocimientos de semejanza, es posible demcatrar el teoremsa de -
Pitageras (BEn todo trifdngulo recténgulo, la suma de los cuadrados de los catetos -
es igual al cuadradc de la hipotenusa).

Para esto, consideremos un trifdngu-
1o recténgulo al cual le asignamos h s
la longitud de la hipotenusa ¥y a los -
catetos les asignamos a y b respectiva a
mente. b

(hipotenusa)

Al trazar una perpendicular a la hipo
X y tenusa y que pase por el vBrtice del &n-
gulo recto, se secciona el tridngulo en

dos trifingulos semejantes al primero.

Le donde se obtienen las propeoreciones siguientes:

a_ . . £ b . ¥
T & ¥ X+y b

r SN
a
(hipotenusa) (hipotenusa)

Desarrolliando cada una tenemos:

2

a? = x (x + y) b® = (x +y) y
2 bl

a® = x° + xy b? = Xy + y2

Sumando miembro a miembro tales igualdades:

a® + b2 = (x2 + xy) + (xy + y2)

2

a? + p? x° + 2xy + y?
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Factorizando el segundo miembro: a? + p? {(x + y)z

Pero, como h = x + y, obtenemos: a2 + p? h?
Donde queda demostrado gue en el itrifngule recténgulo,
a? + p? =1t

La suma de los cuadrados de los catetos es igual al cuadrado de la hipotenusa.

HOMOTECTIA

A partir de un punto "O" y un poligonc, es posible trazar poligonos semejantes.

Tracemos un poligono ABCD y un punto O.

h{ =]

Tracemos lineas rectas a partir de O y que pasen por los vértices del poligono.
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Tomemos la medida que hay desde O hasta el vértice A (con un compés es mhs —-
preciso}, ahara con centro en A ¥ en sentido opueste al punto C repitames la medi

da, pars encontrar su imagen (procede de igual forma con los demAs vEBrtices del -
poligono),

Por Gltimo, se van uniendo las Iimfigenes de los vértices conforme corresponda, -
hasta formar ls Tigura semejante.

Cuando esto ccurre, estamcs formando figuras homotéticas, dicho de otra forma:-

31 tenemos dos o mAs Tiguras semejantes en el Plano y al trazar rectas que unan
puntos correspondientes dichas rectas coinciden en un puntc, decimos gue existe una
razdn de homotecis en las figuras que, en otras Tralabras, es la razdn de semejanza.
AL puntc O de incidencia se le da el nombre de centro de homotecia.

En el ejemplo anterior, dado que duplicamos la medida que hay del centro de ho-
motecis & la Tigura, la razdn de homotecia es K = 2

Ejemplos:

a) Consideremos dos trifngulos semejantes ABC y A'B'C!
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A los cuales se les traza lineas rectas, de tal manera gue toquen sus vértices
correspondientes. Si tales rectas coinciden en un punto, se dice que los trifngu-
los son homotéticos y el punto O de coincidencia serd el centro de homotecia.

8

A

Observa que los lados correspondientes de cada figura son paralelos. Esto es,

AB || A'B" , BC || B'C' , &cC |] a'c'.

Los trifngules ABC y A' B' C' que B
aparecen a la derecha son semejantes pe '
ro no homotéticcs. Las rectas gue unen
sus vértices correspondientes no coinci
den en un punto comln y ademfis sus lados Al
correspondientes no son paraleles.

A c

Para que dichos trifngulos sean homotéticos, tenemos que hacer, mediante una --
rotacin, que los lados gue se corresponden sean paralelos.
8

BI

Al c

Al c
¥, por Gltimse, =i al unir los vBrtices todas las 1lineac de unién coinciden en -
un punto, podemos decir que las figuras son homotéticas.

B
B!
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Para encontrar una figura homotética con razdn de homotecia X = 2, seguimos el

mismo proceso y Unicamente tomamos la mitad de la distancia que hay del centro de
homotecia a la figura.

EJERCICIOS:

l.- Traza una figura homotétice al trifngulo ABC, con una razbn de homotecia K =

2.~ Traza una figura homotdtica al poligeno ABCD, con una razbn de homotecia K = 3.

3.~ DI si los siguientes polfgonos son, o no, homotéticos.

a) b)
A B
—————
A B A B . C!
D' c c A
D c
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Homotecla inversa.

Decimos que dos figuras son homotg
ticamente inversas si se encuentran -
formadas mediante el proceso de refle
xidn central (recuerda los conocimien
tos adgquiridos en la sdptima unidad -
del segundo curso).

Consideremos al trifngulo ABC al cual tenemos gue trazar su homotética con una
razdn de homotecia K = - l,. Esto significa gue ahora debemos trazar lineas rectas

a partir de los vértices de 1isa figura y gue pasen por el centro de homotecia, como
se muestra a continuacidn.

Posteriormente, tomando la medida de cada unc de los vértices al centrc de homo
tecia y en sentido contrario hacia donde se encuentra la figura, medimos desde "QV
bara encontrar su respectiva imagen, con razén de semejanza 1.

Por filtimo, unimos las imfgenes de los vértices conforme corresponda, para for-
mar la figura homot&tica con razén K = - 1.

CI
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Ccmprueba que,

rrespondientes.

Y que, ademis,

EJERCICIOS:

15

por ser semejantes, existe proporcionalidad entre los lados co--

IC_ CA

B'C' C'A?

sus &ngulos correspondientes son congruentes.

TA=3A, 3B=3B", ¥Ccz o

1.~ Traza un trifngule ABC y encuentra su homotético A'B'C’ con una razdn K = 2,

a) Comprueba que por ser semejantes se cumple la proporeidn

[

E_ o

h=]

Bre? C'a’

b} Comprueba que, por ser semejantes, se -
cumple la congruencia entre sus &ngulos
Correspendientes.

3A=3A,3B=3B,3Cz=3cC

2.~ Traza un poligono (con el nfimero de lados que desees) ¥ encuentra su homotético

cuya razén sea K = - 2,

seme janza.

Comprueba que también conserva las propiedades de la
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CONSTRUCCION DE SEGMENTCS PROPORCIONALES.

Cuarta proporcional

in ocaciones necesitamos trazar segmentos, que estén en una proporcidn dada, me-
diante procesos exclusivamente geomd®tricos.

Obtener la cuarta proporcional significa: dados tres segmentos, encontrar la lon
gitud del segmento que cumpla con una proporcién dada.

Ejemplo:

Dados los segmentos a,b y c, obtener la cuarta proporcicnal que cumpla la pro--
poreidn a _ ¢

b T ox

Datos: Proporeidn:

a =
b _ b T x

=

Segmento buscado: x

L0%mo obtenerlo?

Para dar solucidn a este tipo de problemas, basaremos el procedimiento en los -
conocimientos adquiridos en relacidn al teorema de Thales.

1) En una recta, trazamos segmentos adyacentes, congruentes a los segmentos "a"
v "o", formendo un segmento AB.

2) Formamos un éngulo en el que un lado sea la recta trazada en el incisc (a),-

el vértice_sea el punto A y en el otro lado otra recta en la que trazamos un
segmentc AC, congruente al segmento "¢,
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3). Trazamos un rects auxiliar que una el extremo del segmento "a" con el extre-
mo del segmento c.

—

L) Por el extremo de "b", se traza una paralela a la rects auxiliar trazads ante
riormente, hasta que corte a lz recta que contiene & e,
Y a

5) El segmento limitado per las paralelas trazadas es la cuarta bropercicnal bus
cada.

Si tienes dudas procede en forma numfrica para verificar si el segmento encontra
do es el correcto.

EJERCICIOS:

Obtener la cuarta proporeional, de acuerdo con los siguientes datos:

1)  Datos: Proporeidn:
s _ ¢
— g — b ox
—b
o c
X =
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2) Datos: Proporcitn:

Q g2 . &
] b b X
i——-c—c
X=
Media proporcional
3) Cuando trabajamos con proporcicnes, tenemocs expresiones como a _ ¢, donde:
b d

El primero y cuarto términos {(a y d) son llamadecs extremos de la proporcidn y el
segundo y tercer términos (b y ¢) son llamsdos medios de la proporcidn.

Ejemplos:
a) De la proporeidn 2 _ 4 los extremos son 2 y 1h; los medios son 7 y b
7T T %
b) De la proporcibdn 5 _ 15 los extremos son 5 y ¥; los medios son 4 y 15
T ox
EJERCICIOS:
1.- Considerando la proporcidn L _ 8 contesta:
9 18
a) &Culles scon los extrenos? Y
b) iCufles son los nmedios? ¥
2.- De la proporcidn x _ é contesta:
: z 5
a) {Culles son los medios? . Ng

b) ICufles son los extremos?

De las propeorciones:

9 ¥

27

.
9

o
o

Nota que los mediocs en la primera proporcién son los mismos nfimeros: 9. De aguil
gue, 9 es llamadc media proporciocnal entre 3 y 27. En la segunda proporcidn, 6 es
la media proporcional entre 4 y 9.
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El nlmerc b es la medis proporcional entre los nimeros = Y ¢, 81y
s6lo si a, b ¥ ¢ son positivos Yy & _ b

b c

Geométricamente ge tiene:

Siendo conocidos los segmentos a Yy ¢, obtener el segmento que representa la-
media proporcional. '

Datos: Proporcidn:

Segmento buscado: x

Procedimiento:

1) Tracemos los segmentos "a" v "c¢" colineales y adyacentes

2) Encontremos (mediante el proceso para trazar la nmediatriz) el punto medio del
segmento AC. Llamemos "O" al punto encontrado. Y tracemos, con radic OA, una
semicircunferencia con centro en "Q".

3) Tracemos la perpendicular al segmento AC por el punto B. Llamemos "D" al —-
punto de interseccidn de la perpendicular trazada ¥y la semicircunferencia.

D

0

A B8 —C.
El segmentc BD es la medis proporcional buscadas, pues A ADB y A DCB  son se
mejantes. D
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Observa que, de hecho, lo que se hace es obtener la raiz cuadrads de (a)(c).
Proporeién a X

C

]

Efectuando el producto de los extremos y de los medios tenemos:
x? = (a)(e)

v (a)(c)

Extrayendo raiz cuadrada: X

EJERCICIOS:

Obtener la medisa preoporecicnal de las siguientes parejas de segmentos:

Una forme de saber cufl es la alturs
de los &rboles es utilizando un espejo
colocade a cierta distancia de la base
del &rbol, de tal maners gue podamos —-—
ver la parte més alta del &rbol.

81 conoces la altura que hay del sue
1o a tus ojos, tode lo que ticnes que -
hacer es medir la distancia del espejo
al &rbol para encontrar la altura del -
mismo.
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El punte E representa la posicibn del espejo, colocado de tal forma. gue tus
ojos vean la parte mls alta del objeto a ser medido. Los dos trifngulos en la Fi-
gura muestran que son semejantes, dada la giguiente correspondsnecia:

& TRE v A VFE

Donde, los lados correspondientes a los trifngulos semejantes son propercicna-
les,

EE _ EE', por lo tento TR - YF__. RE
VF FE fiiz}
Suponiendo VF = 1.5 m., RE = Sm. ¥ FE = 2m.
TR _ (1.5) (5) _ 7.5 _
= 5 = T3 7 3.T5

La altura del arbol es de 3.75 m.

La solucidn de este problema se basa en la seme janza de triféngulos. &iCdmo sabe-
mes que los triéngulos que se formaron en este problema son semejantes?. Obsérva—-
los bien y verés que dos de sus Angulos correspondientes son congruentes:

4 F=3R Son fngulos rectos
4 VEF = ¥ TER Son &ngulos de incidencia y reflexidn

Otra forma de encontrar la altura de un cbjeto, es utilizandc las sombras. (Re--
cuerda el procesc seguide por Thales, para conoccer la altura de la pirémide).

EJERCICTIOS:

l.- 31 deseas encontrar la alturs de wn —-
&rbol, camina por la sombra que &ste -
proyecta hasta que tu caberzsa est€ en -
linea con la sombra de 1a parte alta -
que proyecta el Arbol.

8i tienes una estatura de 1.7 m. ¥ 1la
distancia que te separa del &rbol es -
de 4 m3

a) JPor qué es AESP ~ AASB%
b) iQud otra distancia necesitas conocer para determinar la altura del arbolt.

c) 51 esa distancia es de 6 m., iCufl es la altura del &rbol?.
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Z2.- Para enccntrar la altura de un puente que estd entre dos edificios, una perso
na se para en un extremo del puente y mira la base del edificio que estd en -

el otro extremo.

a) IPor qué es A PAI ~ A EBI?

b) 8i AI =6 m., 1B = 12 m.

vy PA = 1.6 m. encuentra -

BE.
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"L A TRIGONOMETRIA CONTIENE LA CIENCIA
DE LA MAGNITUD ONDULATORIA CONTINUA:
SIGNIFICADC DE MAGNITUD QUE ALTERNA-
TIVAMENTE ES MAYOR Y MENOR.,.”

DE MORGAN, A,
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I N TR CDUCCTIO W,

Desde &épocas remotas el ser humanc se ha preocupadc por. conocer -
aquello que le rodea, de aqui que se hayan inventadc métodos e instru
mentos cada vez més sofisticados rara encontrar la medida de algunos
objetos. La trigonometris es un método que ha sido utilizado desde -

hace muchos afios.

Hiparco (nacido hacia el afio 160 antes de nuestra era) parece ha-
ber inventado esta ciencia préctica de medicidn completa de trifngu-
los a partir de ciertos datos. Con el paso del tiempo se elaboraron
tablas de sencs, cosencs y tangentes de &ngulos (o de arcoes, ya que
el arco fija el &ngulo si se conoce el radio). Ademfs, este procedi-
miento contiene los elementos esencisles para hallar lag proporcide-

nes entre los lados de trifngulos planos.

Veremos, en esta unidad, de qué maners se han relacicnado los -
&ngulos y los lados de un trifngulo recténgulo para formar lo gue se

ha dado en llamar Trigonometria.

Los conccimientos que de ella se tienen han servido, a los astro-

nautas y a los navegantes, entre otros, para calcular distancias que

son imposibles de medir fisicamente.
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OBJETIVOS PARTICULARES
¥ Obtendrd, a partir de un efrculo de radio unidad, las funciones
trigonométricas.

Obtendrd las funciones trigonométricas, referidas a un tridngu-
lo recténgulo.

* Resolverd problemas sobre tridngulos recténgulos, aplicando las
funciones trigonométricas.

OBJETIVOS ESPECIFICOS

t

Identificard la funcifn seno en un ecfreculo unitarios
- Identificaré la funcidn coseno en un circulo unitario.
- Identificarf la funcidn tangente en un cireulo unitario.

- Bstableceré la razfn existente entre el cateto opuesto y la hipo
tenusa.

~ Estableceri la razbn existente entre el ceteto adyacente v Ta hi
potenusa.

- Establecers la razdén existente entre el cateto opuesto y el cate
to adyacente.

. -~ .
- Resolveri problemas en los que utilice las funcicnes trigonométri-
cas.
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EL TRIANGULO RECTANGULO.

Ta palabra "trigonometria" estid compuesta por las palabras griegas "tri'gonon"
que significa trifngulo y "met'ron" que significa medicidn, entonces trigonome--
tria significa "medicidn de triéngulos.”

El trifngulc que sirve de base a la trigonometria es el tridngulo recténgulo,
por ello es conveniente iniciar esta unidad considerando algunos conceptos relacio
nados con £1.

Un trifngulo rectféngulo es aguel que tiene un &ngulc recto, los sigulentes -—-
trifngulos son ejemplos de €ste tipo:

1

Cusndo tenemos un trifngulo rectfngulo, es comiin denotar sus &ngulos con le --
tras mayflsculas y con las correspondientes letras minfisculas, los lades opuestos.

Ejemple:

B -
Fn el trifngulo ABC los &ngulos son:¥ A,¥ B vy
+C.
T.os lados son: &, by c

o Fl ladc a es opuesto al& A

y El lado b es opuesto aly B

El lado ¢ es opuesto ald C

En el trifngulo ABC, el lade c es la hipotenusa y los lados a y b son los cate
tos. Fl lado a es el cateto opuesto al &ngulo A, mientras que el lado b es el ca-
teto adyacente al &ngulo A. De igual forma, el lado b es el cateto opuesto al &n-
gulo B y el lado a es el catetoc adyacente al dngulo B.
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Ejemplos:

B B
¢ o c
a
-
A . ¢ A b ¢
Cateto opuesto al Zngulo A: & Cateto opuesto al 8ngulo B: b
Cateto adyacente al &ngulo A: b Cateto adyacente el &ngulo B: _a
Hipotenusa: ¢ Hipotenusa: c

EJERCICIO:

Identifica la hipotenusa y los catetos de los siguientes trifngulos rectingu-
los.

Q
B
T, p ¢
a
P q R c b A
Cateto opuesto al &ngulo P: ' Cateto opuesto al Angulo A:
Cateto adyacente al édngulo P: Cateto adyacente al &ngulo A:
Cateto opuesto a8l fngulo Q: Cateto opuesto al angule B:
Gateto adyacente al &ngulo §: Cateto adyacente al &ngulo B:
Hipotenusa: Hipotenusa:
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RAZ0NES TRIGONOMETRICAS.

En la unidad seis se dijo que: La razfn de dos nlimeros, es el cociente o el co-
ciente indicado entre ellos,

Congideremos el triingulo recténgulo ABC.

Representemos las medidas de los lados a, b y ¢ con estas mismas letras y en~-
contremos todos los coclientes, donde el numerador es distinto del denominador, con
esta terna de medidas.

Estos son:
a b b
c C a

e
> a

o'|o

> 2

o'|®

3 H]

Recuerda que en la definicién de razdn estd implfcito un ciertc orden, esto se
debe a gue lz divisidn no es conmutativa, por lo que:

# #

0|
oo

b
Py

o'l

¥

®|0
oo

Las razones anteriores reciben el nombre de razcnes trigonométricas.

Para distinguir, las razones trigonométricas,a cada una de ellas se le ha dado
un nombre en especial. Para ello,es conveniente aclarar para cuil de los dngulos -
agudos del trifngulo queremos establecer estas razones.

Consideremos el siguiente triféngulo:

Los nombres asignados a cada una de las razones trigonométricas son los siguien
tes:

277



Considerando el #Angulo A,

=3 t
Seno A = &= && eto opuesto Cotangente A = & = cateto adyacente
c hipotenusa cateto opuesto
Coseno A = b _ cgteto adyacente Secante A = e _ hipotenusa
c hipotenusa b cateto adyacente
_ 8 _ cateto opuesto _ & _ hipotenugs
Tangente A = o cateto adyacente Cosecante A = = = T4 is opuesto
Considerando el &ngulo B.
_ b _ cateto opuesto - & _ cateto adyacente
Senc B = = hipotenusa Cotangente B = i~ = cateto opuesto
_ & _ cateto adyacente _ ¢ _  hipotenusa
Coseno B = = = hipotenusa Secante B = a cateto adyacente
_ & _ hipotenusa
Tangente B = b _ cateto opuesto Cosecante B = 5 cateto opucsto
a cateto adyacente
EJERCICTO:

Para cada uno de los trifngulos recténgulos encuentra las razones solicitadas.

Ejemplo:
Q Seno P = Eiﬁ;FEE; = k Cotangente P = Cat., ady. _ g
ip. r cat. op. b
r Coseno P = £2£¢—§g1”= 4 Secante P = 2534—99‘ = Z
P hip. r cat. ady. q
t. . :
Tangente P = —oxr OP-. B Cosecante P = ALP . X
R cat. ady. g cat., op. P
M
Seno L = = Cotangente L = =
Coseno L = = Secante L = =
) l Tangente L = = Cosecante L = =
L m N
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B Seno B = = Cotangente B = =

Coseno B = = Secante B = =

¢ Tangente B = Cosecante B = =

VALORES DE LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS.

Consideremos la siguiente figura.

Bl
¢'=10
B a=6
c=5
a=3
A b= 4 c ¢
b'= 8

En la figura podemos apreciar dos trifngulos recténgulos el A ABC y el A AB'C'.
Tos trifingulos tienen sus &ngulos correspondientes congruentes por lo que son semg
Jantes.

Obtengamos las razones trigonométricas de estos dos trifdngulos:

"Para el A ABC- Para el A AB'C'

cateto opuesto _ 3 _ 4 g cateto_opuesto _ 6 _ 0.6

Seno A = hipotenusa T 5 Seno A = hipotenusa 10
cateto adyacente _ b R cateto adyacente _ 8 _
- Z = - = . C A= p ===0.8
Cesenc A hipotenusa 5 0 OSENO hipotenusa 10
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. _cat. op. _ 3 _ o T . - cat. op. _ 6 _
Tangente A cat. ady. I L5 angente A cat. ady. g 0.75
cat. ady. n cat. ady. 8
Cotangente A = == = 1.33 Cotangente A = == =1,33
cat. op. 3 cat. op. 6
hip. 5 hip. _
= = = = =1
secante A= —mamy. TF 7 1 secente A Sty T = 1.25
Cosecante A =il =2 - 1.66 Cosecante 4 =B - _ 10 _ 1.66
cat. op. 3 cat. op. &

Se observa que los valores de las razones trigonométricas para los dos trifngu-
los es el mismo. Esto se debe a que: como los trifngulos son semejantes, los lados
correspondientes son proporcionales. Es decir:

_b_¢
' !

Y de las igualdades anteriores podemos concluir que;

ol

T
L

ol

! a
1:3

ol
t
0w
oo

Esto significa que las razones trigonométricas, en trifngulos seme jantes, no de-
penden del tamafic del tridngulc, sino del &ngulo considerado.

En consecuencia: La razdn que hay entre los lados de un trifngulo rectfngulo es-
ta en funcidn del &ngulo. '

Sabemcs que las razones que hay entre los lados de un triéngulo rectingulo se ex
presan de la siguiente forma:

Seno A = cgteto opuesto Cosecante A = hipotenusa
hipotenusa cateto cpuesto
_ cateto adyacente _ hipotenusa
Cosero A = hipotenusa Secante A = cateto adyacente
t
Tangente A = cateto opuesto Cotangente A = cateto adyacente

cateto adyacente cateto opueste

Observando las razcnes establecidas podemos darnos cuenta gue; las razones que
aparecen en la columna de la derecha son respectivamente reciprocas a las de lsg -
columna de la izquierda (recuerda gque el reciproco de a/b es b/a) de ahf que, cono
ciendo una, es posible conccer la otra, por tal razdn, solo trabajarsemos, en esta
unidad, con las funcliones de una de las dos columnas;las mis usuales son: Seno, Co
seno y Tangente. -
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Por comodidad utilizaremos las siguientes abreviaturas para cada una de las ra-
zones trigonomédtricas.

Seno A = sen A Cotangente A = cot A
Cosenc A = cos A Secante A = sec A
Tangente A = tan A ' Cosecante A = cse A

LA FUNCION SERNC

Sabemos que el seno de un ngulo cualquiera al que denotaremos con la letra -
griega 9, estf dado por la siguiente razén:

cateto opuesto
hipotenusa

sen O =

Procedamos a encontrar el valor del seno vara algunos Angulos en particular.
Per ejemplo,consideremos el siguiente trifngulo recténgulo.

A - - .
En el trifnguloc rectféngulo ABC se aprecian las
530 sigulentes igusldades:
A = 53°
b=3cm. g=Sem El cateto opuesto al &ngulo A es: a = L cm.
La hipotenusa es:; ¢ = 5 cm.
C Gz 4cm. B

Con los datos anteriores podemos encontrar el valor del seno para un gngulo de
53°.

o - cateto opuesto _ £_=
Sen 53 hipotenusa > 0.8
Sen 53° = 0.8

Podemos encontrar el valor del seno de cualgquier &ngulo comprendido entre 0° y
90° utilizando para ello cualquier trifngulo que tenga un fngulo agudo igual al -
&ngulo del cual nos interesa conocer el valor del seno,. esto es, dado un 4ngulo -

podemos construir un trifngulo rectfngulc gue tenga un &ngulo interior de igual
medida al &ngulo dado.

FPor ejemplo:

Para obltener el valor del seno para un &ngulo de 50°, se puede seguir el si--
gulente procedimiento.

1. Trazamos un trifdngulo recténgulo que tenga un &ngulo agudo igual al dngulo del
cual nos interesa saber el valor del Seno. FEn este caso de 50°,
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50°

2. Medimos la hipotenusa y el cateto opuesto al Anguloc.
En este ejemplo:

5.1
3.9

a=3.9 cm.

A

3. Aplicamos la razdbn correspondiente obteniendo de

esta Torma el valor del seno
del &ngule sclicitade.

cateto opueste 3.9
gen 50° = = = 0.76
hipotenusa 5.1
sen 50° = 0.76

EJERCICIO.

Utilizando el procedimiento anterior,obtén el senc del

e - -
dngulo indicado en ca
da unc de los siguientes trifngulos.

550 43°

sen_ 55° = sen  L43° =
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62°

sen 629

3a°

sen 389

Considerando que es més préctico efectuar divisiones entre la unidad,trabaje =

-~ L] . = e . -~

mos un circulo de radio 1 al cual llamaremos circulo unitario o eirculo trigonomé
trico, en el que trazaremos los trifngulos recténgulos. Para ello,consideraremos

un planc cartesiano con origen en el centro del circulo. En ambes ejes, represen-

taremos a los nfimeros reales.

y

N,
g0°
Y
[+]
180° 0
> X
360°
]
270°
y
/N
-
///’
//// =\sen. @
1/
8
> 3
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El circulo gueda, entonces, secciocnado
en cuatro partes a las gque llamaremos

cuadrantes y que numefraremos en senti

do contrario al movimiento de las ma-

necillas de un reloj.

Primer cuadrante de 0° a 90°

Segundo cuadrante de 90° a 180°
Tercer cuadrante de 180° a 270°
Cuarto cuadrante de 270° a 360°

Para los propdsitos del texto, solo -
trabajaremos con el primer cuadrante.

Dado gue la hipotenusa es el radio del
cireulo, su valor es 1, entonces:
catetc opuesto

sen O = T = cateto opuesto

En consecuencia para cbtener el valor
de sen O, basta observar los valores -
que toma el cateto opuesto, es decir;
el valor de'y"en el punto dende la hi-
potenusa intersecta a la circunferen-

cia.



Del circulo unitario podemos cobtener los valores del seno

gulo,

Ejemplo:

para cualquier &n-

Obtengamos el valor del seno de un &ngulo de 60° utilizando para ello el circu-
lo trigonométrico.

Para ello se puede seguir el siguiente procedimiento,

l. Trazamocs un &ngulo central de 609 Ge
forma que su lado inicigl ecoincida -

con el semieje positivo (x)

4

X

07

Observemos que pasa con lgs valores del

y P
5 SL‘IJ.?fO.JG
D, N
/

:: // uam4£°a7
TN AN Y
4 / /] vt A\ .
4 / /// ’///// ‘Yen30 =5
L/ / AL 5
| // A 1 an.15% 25
. 1

/ L%

I 2 3 4 5 6 7 8 98 | %
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2. QObtenemos el valor de la ordenada
del punto de interseccidn del &ngu-
lo con el arco de circunferencia.
El valor de la crdenada es .86; por
lo tanto: seno 60°= 0.86

I/\
Y

jz DN

N

.6
/,

.5 /{ \

4 s

3 A ¥ 3.8€

2 //

A 6q°

o¥

seno para fngulos de 0° a 90°

A medida que el &ngulo crece de 0° a
90° el valor de "y" aumenta. Cuando el
dngulo vale 90° "y" toma el valor de 1
A medida que el Angulo decrece de 90°

a 0° el valor de "y" disminuye.

Cuando el &ngulo vale C0°, "y" toma el

valor de Q.



A cada &ngulc de 0° a 90°, le corresponde un nfmerc real de 0 = 1, esto es, el
seno de un fngulo es una funcifn gque tiene como dominio los &ngulos comprendidos

entre 0% y 90% y como contradominio los nfmercs reales.

La gré&fica para valores de 0° a 90° de la funcidn zeno es la siguiente:

\

//-

®

//

N
N

8
5
X
o
=4

0

0% 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80° GoQ°

Para evitar estar recurriendo al circulo trigonométrico para obtener el valor -
del seno de un &ngulo determinado existen "Teblas de funciones trigonométricas"
que proporecicnan los valores del seno de un fngulo.

4 continuscidn sparece una tabla en la que podemos obtener los valores de la —-
funcifn seno para fngulos comprendidos entre (0° y 90°.
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La forma de utilizar la tabla es la £ 0
siguiente;

N al e w200 0t L0 e AL A LTI T TR TR
. — —
EJ emplos * 0%l ,oo00 1.5025 <2087 3 6 9
L o -0z R i 8 &
2| .u3kg | oy Lahag i 6 9
Q t .05 . 2810
l. Hallar el wvalor de sen 15% 10 il e g Becs: e ER
o} 5o oz | .oseL L0954 3 6
En la tabla, se localiza 15°% en 1a co i aie | e I
T 1305 3 £ 3
b
lumna cuyo encabezado es O, se sigue 4 iy L
7 -afizz i 6 9
por ese mismo rengldn hasta 1a colum- 7 2 E o4
. .2l a6 9
na cuyo encabezado es 10; en 1g inter gx la s ¢
LI “ — (3672 §
seccitn del rengldn y la columna en- (2003 A
o 3 6 8
contramos el valor buscado, en este - am Psoa
502 508
caso.., 2616 '3255 i
3e27 15 &
2587 i 5 B
Sk a5 8
.3l 3 5 6
ih6a 3 5 8
gLy 3 s &
L4172 3 5 &
PEL- 305 4
5015 3105 @
J5e2s 2 o307
5373 25 7
F5le 2 5 7T
.56k 2 5 7
.87 z s 7
5346 z 57
5088 2 5 1
£225 2 5 v
6362 - T
Aual 2 ko7
6626 FER I
£754 ]
BA8L fz % 6
09 l 2 4 6
(=] T
2. Hallar el valor de sen L40° 35
Q
'n la tabla, se localiza 40° en la co
5 E1 o0
lumna cuyo encabezado es 0, se sigue
por ese mismo rengldn hasta la colum Ll I 0 I PO B S
1 o0°| .opoo o029 s} -0087| o116 Loiks |3 6 & 1z |1s| 17 2o 23 26
na cuyoc encabezado es 30'. De esta - 1.0 ol 0033 o262l U2 0320 (3 6 0 iz |1s| 17 so 2y 2
h ; .g:;g gggg g;gl .g:;as g’-sfs gk 3 g § 12|15 17 20 23 22
. -0610| o8k 5. |3 F azlasl 17 = g3 oz
forma obtenemos el valor .649 que co C| o638 lorer lorsé |wies, ok oma i3 6 o s [ b oy o)
Q t 5% L0872 0901  .og2y | .o§SB! 0987 1016 |3 6 » 12 |1k 17 20 p3 a5
I‘I‘esponde a un a.ngulo de lLO 30 Sl" 61 b5 20Tk 103 §0132) 61 w0 |3 6 5 1a 1) 17 20 50
Pl S R Mmoo EMELRE
1392 .1k2r alkg |1 1530 g 12 [k} a7 21 2%
gulendo pOl" el mlsmO renglon 10(:8.112& 9 1561 1553 1622 | L1850 119 108 (3 & 9 12 [1h] 2T 20 23 26
10° L1736 1965 .apoh | .aB2z| L1851 L1BBp 306 9 11k 1T 20 g3 26
mos el Valor gque Corresponde a 5‘ 3 y | 1908 .93 gh5 |.Aosh| 2022 2051 |3 & 9 1L |1b| 1T so 23 of
Tor localizad HE R B0 5§ HEREIIE S,
13} . 2271 B . B B 3 b 3
lo sumamos a'l pI'lmE.‘I‘ vaior ocalizado Wl oep ikt 2h1é | osol| 2532 2s6p [3 6 & m s 1T 26 23 25
15°| L2586 .16 .2Elh | .oéve| 706 2788 (3 6 B 11 |1k 171 20 22 25
16| 2756 .2TAu 2B12 | .284a| (286D 280 | 3 2 8 11 1|17 20 22 25
17T | 252k 2952 2979 |.3007( 3035 L3062 | 3 8 1L 14| 17 19 2z 25
Sen J_;OO 307 6].].91; By .0 U8 ks |avs| 3 e (306 B L (14|17 19 se s
* W36 3283 .a3m i.33%6( 3365 3303 (3 5 B 1 |1k| 16 10 an ES
' 209 .20 B Lahrr 3s0s| Lasee asst a5 B a1 [3af g 1w 2R 25
Sen 5 ll 21| 3588 3621 3636 .3%65f (3692 3110 [ 3 5 B 11 {1e] 14 19 22 34
6 82 ( .37k 3173 3800 !.3B27[ .3k 3662 {3 5 & 11 |1z 16 19 a1 oy
- 505 23| 3507 .3gzh o .3%6) LIBBT| Aodk hokd {3 5 8 1 13| 18 e a1 2
20 | JL4o8T  LWOSk L12o | b1kt A1rs bzoo |3 05 8 1 f13f a6 s 21 oy
o Y ;g= L2k Lasa .tf?z .:«Fzs :Eg .h]ss 2 05 & 11|z 12 12 21 24
= A8y wc Lkag | uigad | sk 1305 0 0 la3fa6 8 o2 o3
Sen 4O 35' = .6505 27| B i ooz |lnénrl idws vies il 3 b e | i 2123
28 LEgs  4yae _Lfué | a7tz T W23 13 3 & 1w [11f15 18 e 23
oG {1:5: Wtk L899 | .Lg2y byso .ug7s |3 5 8 10 [13] 15 18 LT
3°| 5000 3025 5050 |.5075| 5106 .25 | 4 5 B 10(13]15 18 pp
3 EI50 573 5200 |.5ees| 5250 5275 (2 5 T 20 [i2| 15 17 s oa
321 -5ege  .s3oh 5248 f.5373| L5398 e |2 5 1 10 12|38 17 gp 22
23 Skhé skl . skos | Esip 554 5s6R [ 2 5 7 1o [1m| 15 a7 g 22
34 | o592 5616 .s6h0 | 56641 5688 5Ti2 |2 5 7 b |12| 1 af 19 22
3|0 5736 5160 sTE3 | .sBor| sBar seSA |2 5 7§ laz|gn ap 13 2
361 5878 .5ho1  .sgas |.hok8| or2 lsses (2 8 7 ¢ 12| %4 1§ 19 =
3T 4018 B0l 6065 |.god8| LBl B3k (2 o5 71 § 12 1% 16 18 a1
387 6157 .b1Bp 6202 |.fees| o8 BeT1 (2 5 7T g w1k 16 18 20
39 6293 6316 6338 | £361| .£383 MDG |2 k7 11|13 18 18 g
Wo'felog Gh50 T €Lz T €Wol|  Gsav B339 (@ h 7 s (113 15 s 2y
WITT 86 A3BIT EGoh .GEs6  athd EEI0 |2 LT @ 13 15 171 20
sz | G891 ATL36TAN ETsE GTTT ETSR | @ B 6§ 11 I3 15 11 1
83 | .Bd20  A3W1 6BA>  LEBBL L6505 L6326 |2 Lk 4 4 11 1% 15 (7 19
b | .Bol7 6967 6988  .7cop L7330 .Tose |2 % & 8 1 12 15 17 19
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EJERCICIO:
Utiliza la tabla anterior para encontrar el valor de las funciones indicadas.

1) Sen LO® 30 6) Sen 18° 20' =

2) Sen 39° LO' = 7) Sen 13° 12' =

3) Sen 89° 36! = 8) Sen 15° 16' =

Sen 17° 12' =

1}
O

4) Sen 60° 30!

10) Sen 15° 13' =

it

5) Sen L5° Lo

Podemos utilizar también la tabla znterior con el fin de conoccer el &angulo al -
cufl corresponde determinado valor del seno.

Ejemplo:

1. Deseamos conocer el valor deil Gngulo para el cual la funcidn seno toma un valor

de .6450.

Para ello localizamos en la tabla de las funciones seno este valor. Encontramos
que este valor corresponde s un &ngulo de L0° 197,

EE 00

8 a 10t 201 30 Lo soo a2 3w s e g oy
0% o000 }.0029| .00SB Q0BT  .011€ .uks |3 6 9 iz 15 4T @0 g3 EB
1] .0075 1.0202| L0233 L0262 .0P91 L0320 (3 6 5 1 15 17 20 m

2 0349 1.037B| 00T .ol3&  obAs Okok |3 & 5 1r 15 17 20 3 ek
3] .0523 |.0552 0581 L0610 oBLC L0ES9 [ 1 6 9 12 35S 17 20 @3 @b
L N o727 WOTSE L0785 JOBLh L0BN3 |3 6 3 12 oAk 1T 20 2y 6
5° .0B12 |.os01| .os2y  .0@sd  0s@7 L1ME (3 6 9 12 Ik 17 20 23 26
3 10k5 | 207k 1103 32 136 .1i3¢ |3 Ry 1 1L 17 20 33 @
7| 19 [a208] 127 305 a3 .12 |3 € o 12w 17 o a3 36
al a3 k2 FULERSEY -} 1507 L4536 i3 6 5 1z 1k 17 20 23 26
9] -as6h [.1mpaf L1622 16so 1679 a70f 3 6 3 1z b 17 20 23 0%
10°f 1736 LLaTes ) .aygh 322 851 1880 |3 6 3 11 1% 1T 20 23 26
1L 1508 [.183T 1965 S |3 B 9 1L ub a7 2p 2y 26
12| .2ure fLawB| 236 3 8 9 11 1k 17T 20 23 &4
13 | .zeso |LoeTB| L2306 3 6 8 11 1 17 20 23 2%
Ve | .2h1p | .2BAT =76 3 6 8 11 1k 17 e =3 0@
159 L2588 | .=k zguh 3 4 a4 1 ocboay ooz @S
16 ] 2756 | 27Bu | _zFaz 3 6 3 ok 1y oo o
T | -2k | 2952 2979 3 6 & 11 :h o1y L9 = a5
18| .350 | 316] .31k 3 6 8 11 h o1y p 22 25
1| .26 |L3eE3| 3w 3 05 8B M ok 1% % 22 35
20°| .3420 | . 3bLB N5 305 @ 11 ko1 5 omoas
@ 3580 1.1 3638 3 05 B 11 :h 16 5 oz oz
22 | .a7he 33| 3B00 3 05 8 111 16 iy o2r ok
23 | .agar '.3gzk| 396 3 05 8 11 13 16 13 21 24
2 | .Lo&7 | Logk Lizo 3 05 B 11 13 16 19 @ o2k
£5° .b2@d | .253| Luoye 3 0% 8 11 13 16 1B @1 o2k
26 430h | e Lh3g 3 3 6 1w 13 16 18 21 =3
27 bsha | L5686 5o 3 % 6 10 13 15 18 = oo3
28 | 4695 |.u720) (uThE 3 05 8 10 13 15 18 @ 23
29 | .Lewd |.La874 utvg 3 3 B v 131 15 18 @ 23
30°| L5000 | 5025 5050 3 5 B 10 13 15 13 2 23
31| .5150 |.5175| 5200 T 5 7 16 12 15 17 & =z2
2 5324 53kB 2 5 7 0 12 15 17 3o =22
33 .Suke |.5kT1| 5hps 2 5 7 10 12 15 17 19 2@
3b | 5502 | L5616 SEh0 2 5 T 1 12 1 17 13 @
137 5736 |76 | L5783 z s 7§ 12 14 27 13 2
6| SBT8 | .SeeL| 5925 F05 7T 0§ 12 1k 16 1 oA
7| .6D18 | .60Bl| .60OES [ T N VIR UNST N - Y
3| 657 6180 .6e02 2 5 7T 9 il 14 16 B 20
39| 6293 |.6316| 633 .63l  .6383 .Ekok [z L 7 5 11 13 1% 18 2o
Lo?] Eupe | .BLSO} .6MP2  Lebok L6517 6539 1z W 7 9 11 13 15 1B 20
YL 6sfy 6583 .BG0b 6626  .66ud .6ETD [2 M T 9 11 13 15 1T 20
w2 | .66e1  6T13 BT 6736 6TT7T .6TeR |3 W & 9 11 3 15 17 1
ha | -g820  .6BLL  .6BER  KBBL  Eeo5 LE92E [ 2 kb & A 11 13 15 1T 1y
“e lLBghT  L69ET 6988 7009 L7030 LTOSC |2 M 6 4 10 12 15 1T 19

Con la funcién seno definida de la siguiente forma :

cateto cpuesto
hipotenuss

Sen ©
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Podemos resclver problemas donde interve
O, el cateto opuesto al Angulo O ¥ la hipot

Ejemplos:

nga un trifngulo recténgulo, un &ngulo
enusa,.

a) iCuéinto mide el cateto a del siguiente trifngulo recténgule?

c=6cem,

50°

(¢

Sen A = cgteto opuesto
hipotenusa

Sustituimos los valores conocidos

Sen 50° = =
6 cn.

Buscamos en la tabla el valor que co-~
rresponde a sen 50° y sustituimos este
valor en la igualdad.

a

L1660 = g

Despejemos la inclgnita
a =6 cm (,7660)

Realizamos el producto y obtenemos el va
lor del cateto desconocido

a = 4.596 cm.

b) iCulnto mide el &ngulo B del siguiente trifngule rectfngulo?

c=45mm

A bz 35 mm.

La furcibn que relaciona el &ngulo B con
el cateto opuesto al fngulo y la hipote-
nusa es el seno.

catetc opuesto _ 35

Sen B kipotenusa H?

fl

Sen B = 0.7777

De esta forma hemos cobtenido el valor -
del senc para el fngulo B. Buscamos en

la tabla a que &ngulo corresponde este

valor ¥ encontramos que:

¥ B = 51°
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EJERCICIO:

Encuentra el valor solicitade en cada uno de los siguientes trifngulos,
B Q

a=4e¢m. _
p= n 1=47mm.

42¢
c L m N
R
¢ A=
= n o=
Y
x>35mm A b= 33 mm. C
z Q
2:68m -
r=43mm c:
Og 340
P g=3lmm.
B
§ ¥ = 3 Q= ¢ o=

La funcidn seno nos puede ayudar a resolver problemzs de tipo practico.

Por ejemplo: 4Cuil serd el gngulc de ls pendiente é&e una escalera, si la medida -
de la rampa sobre la que van a colocar loz escalones es de 3.90 m. ¥y la altura de
un piso a otro es de 2,25 m?

Representamos los datos del problema por medic de un dibujo.

3.9m, 2.25m.
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Observamos que se ha formado un trifingulo rectingulc, en 81 se conocen el cateto

opuesto al Angulo A ¥ 1a hipolenusa del tridngulo. Esto neos

cibn seno para encontrar el valor del dngulo.

cateto opuesto

b : T .
Sabemos que: Sen A hipotenusa ’
_ 2.5
Sen &= 350
Sen A = 0.5769

Buscamos en la tabla correspondiente este valor

Gngulo de 35° 14,

permite utilizar la fun

en esie caso

¥ encontramocs que corresponde a

El &ngulo de inclinacifn de la escalera es de 359 1Lt

EJERCICIO:
Resuelve los siguientes problemas:

1. Se ha instalado un alambre de 17 m. -
de largo desde el suelo hasta el ex~
tremo de un poste de 7 m. de altura.
Encuentra el &ngulo que forman el sue
lo y el alambre.

2. 8e quiere construir una "resbaladi--
11a" de manera que forme un Anguio -
de 38° con el suelo, Si la altura de
beré ser de 4.5 m, lcudl deberh ser
la medida de la "resbaladilla™

3. La rampa de entrada s un estaciona—-
mientc mide 13 m. de longitud y sube
a una altura de 4.5 m icuBl es el An-
gulo de inclinacidn con respecto a la
horizontal de esa rampa?
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LA FUNCION COSENQ

Del circulo trigonométricc también podemos obtener los valores del coseno para
cualquier &ngulo.
A

cateto adya te
y Sabemos que: coseno 0= == LECET
] hipotenusa
\\
It
Dado gue la hipotenusa es el radig del -
N circulo, su valor es 1, entonces:
cat
// cos 0 = = eto adyacente _ cateto adyacente
» \ hipotenusa
7 \ En consecuencia, para obtener el valor de -
// coseno O, basta observar los valores que to
b \ ma el cateto adyacente, es decir:
/ el valor de x en el punto donde la hipotenu
v - ga intersecta a la circunferencia.
Cosanp © x
Ejemplo:

Obtengamos el valor del coseno de un &ngulo de 60° utilizando para ello el --
e¢freule trigonométrico.

Se puede seguir el siguiente procedimiento:
1. Trazamos el &ngulo de forma que su vBriice coincida con el centro de 1a ecireun-
ferencia y su lado inicial coincida con el semieje x positivo

2. Ubtenemos el valor de la abscisa del punto de interseccién de la hipotenusa con
la circunferencia.

/]

£l valor de la abscisa es de .5 por lo tanto el cosenc de 60° = .5,
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Ubservemos qué pasa con el valor del coseno en tanto el dngulo O aumenta de 0
a 90°,

yf\ A medida gue =1 fngulo croce de 09 g
30° 21 valor de "y" disminuye, Cuando

~T~gos. 7%0:.45 el dngulo vale 90° "x" tomra el valor

.9 i ™ de 0.

o Ji 08 .60°4.50 A medida que el dngule decrece de 90%a

‘ // 0%1 valor de "x" sumerta. Cunndo el -

2 A &ngulo vale 0%, "x" toma el valor de 1.

6 / // /// 05, #5°:/7

5
4 [ 1) /| E AN
\ // ‘/// - \mesnpaaT
/ =L A
[ 717 ” T
/ d 1| cos. 15%=.97

| e

- H B .

I 2 3 4 5 6 7 8 9 A

EJERCICIO:

Responde las siguientes Pregunteas:

¢Por qué el cosenc es una funcidn? .

LCual es el dominio de la funcidn coseno? .

iCull es el contradominio de 1a funcidn cosena?

La grafica de la funcidn cosenc es la siguiente:

|
9
T

8 \\\\\
7 \\
6 AN
5
4 AN
3 AN
2 \\\
; AN
0

0% 10° 20° 30° 40° 50° 605 700 oo 90¢

Al igual que para el seno, para el coseno existen "Tablas de funciones trigono-
métricas" que proporeionan los valores del coseno de un dngulo en forma mds aproxi-
mada de la que se puede obtener con el efrculo trigonométrice.

292



A continuacidn aparece una tabla que nos permitirad obtener los valores de la
funcidn coseno para &ngulos comprendidos entre 09 y G0%

teto3owur st g o woard s o
[ Y R Y S ]
[ R R A ER
@ n 1101t roa e
a i il 1 1 1 1 2 o 't
L R T - ST HESECEE
T 2 o2 7 o2 03 PR
1 oz = 3 3 R
[ T N
11 2 0% 1 3 a 25
11 > 3 o+ ko3 PR
1oz L T T 2 o5 v
[ 33 b s 5 I
12 308 b5 2 o
1 2 31 3 L 5 5 6 g
Tz o3 LoLos 8 7 5% [ .s1%0 FE ]
- T TR R | bl B R
2 oz vou s & § o7 ol N ios 3
R T I ] G2 | Lgee PR 1
At :o3 = i & 7 8 63 | .45k ) < s o3
#5430 i3 EI- T B R s o8
9317 308 s G B g bk ]
A5 3w s & 7 9 I -3pBY Tz 8
9250 3 0% B T A § 10 -3E2Y EREET
Gtz R 3 03 6 7 4 g 1o JIRES 3 i s B
gE L5100 fs |t b5 R f0A4 lo 11 sz ALY [ )
5038 U0l | Loz ko5 68 w1 1) 563310 5 B
5962 2% 5 B 6 % 10 11 -3tks EEEE
LBEEL T S T - S S 247w i o5 B
(602 oy L E 18 111 12 306 4 @
Niat L3 4 & 1 @ iz 11 1 36 23
JHE3T 3L & 7w 11 3 I3 231
23 5§ ¥ it T 3 o8 8 s
235 5 B o9 g L i 6 9 2u|
T2 35 A B oan 1 L 36 9 i
[ S SR B 1N -] 15 oA 8 26
T L [ N LT LR ¥ i A B o132 3bo17 26
P23 ') P k) @ 12 1k a6 b " 9 1z boag 26
PR - S S S - LI 1Y 1A 5 12 Lk oay 26]
BohoE Tz 11 13 ko 16 5 12 Loy 26
28 6 T 3 1L 1§ 4% 17 ENL T E N o
T T R 4 Ioh o ww 17 2%
L 12 13 15 g PR I P 17 26
>4 6 8 12 13 18 8 i& & oz 7 e
24 R 2 L 16 b 3 6 3 a2 17 o6
2404 12 le 26 38 1A oW =1 E

La forma de utilizar la tabla, es similar a la forma como se utiliza la tabla
de la funcidn seno, con la observacibn de que las partes proporcionales se restan.

Ejemplo:
Hallasr el wvalor de cos LO° 35°¢

En la tabla, se localiza 40° en la columna cuyo encabezado es O se sigue por -
ese mismo rengldn hasta la columns cuyo encabezado es 30'. De esta forma cbtenemos
el valor .T60L, que correspende al cosenc de un &ngulo de 40° 30'., Siguiendo por -

el mismo rengldn localizamos el valor gue corresponde a 5', y lo restamos al pri
mer valor locallzado.

Coseno L0% 30! .TE0L
Partes proporcionales 51 - 9
- 7595
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a0 a n o
(L] a o o
B0 0 1 i
06 1 1 I
] 1 L 1
a1 1 L i
01 1o |2
[ SR
o1 1 2 2
91 1 ¢ |2
Loroz o s,
112 5 |3
11 ¢ 3 {3
11 = 1|3
11 2 3 14
12 2 3 |4
T2 oz o3 ok
12 3 3 |
12 3 b
12 3 4 |5
L2 3 als:
L R
12 1 L og
17 i 3 |8
T2 ow o5 s
T3 o5 g
13 L5 e
13 L o5 g
-
13 kb & |
1 & &7
Z 3 5 k|8
231 5 £ 18
¢ 31 5 6 |8
23 5 716
A3 5 7|6
2 3 5 7 fg
2L 5 7|3
28 5 73
2z h 4 7|5
2 3
-7 B B 10
T3 13T 2 4 & B g0
2E 2 4 6 A 19
ST . 2 4 6 8 1o

EJERCICIQ;

E oGl MR e

MR B

HOBY ADDDE AL DR DRIV S LR R e e e
a

DRSOl HEWOY S0ma N @ sSin amesr wae -
Eonoy geee 1o W N R

o

e
=R =~
=
o
<
=
S

=
&
=
I
5

o
R
o
5

%

lepe

|52z
T

Utiliza la tabla anterior para encontrar el valor de las funciones indicadas.

1) Cos Lo° 30'_ 6) Cos 18°

2) Cos 39° Lo'_ 7) Cos 13°

3) Cos 89° 36'_ 8) Cos 13°

b} Cos 60° 30 9) Cos 1T°

5) Cos 45° Lor_ 10} Cos 15°

Podemos utilizar también 1a tabla anterior con
que corresponde determinadoc valor del coseno.

Ejemplo:

Nos interesa conocer el valor del fngulo para
un valor de .8718

294

207

12" =
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Para ello localizamos en la tabla de la funcidn coseno este valor.

COSEKO

] @ 10" I 201 301 bot A TESE- L A S AR ST

o[ 2.0000 1.0000 |r.co00f 10000 .agv3 9% e 0 o B © o 0 D @

1 9998 | 590T| 9997 L9996 P o 0 p 0 1 T 1 1

2 999h o993 | o992 090 .goBy 9988 lo 0 o 1 1 1 1 1 1

3 -39 9985 | 9783 | 9981 .9 9918 )0 0 1 1 1 2 1 1 1

L 9976 .99Th f .9o71| 9953 9061 L9%EN [0 1 1 1 1 & 2 2

3¢ 9952 999 | 9957 .oesh 9951 9oud |0 2 1 1 2 2z 2 2 3

& ooks  .oolo | g3m| 5536 993 .99 [0 1 1 1 2 & 2 3 3

7 G925 Ggze | omiB| g9l gm1 weee7 D 1 1 2 2 oz o3 3 3

4 o903 .9809 | .ghgk | .sBon 881001 1 2 2 3 3 3 &

] 97T .9ET2 | 98681 9863 A5 .e@s3 (o 1 1 2 2 31 3 L 4

10 0.8 58h3 | 9438 [ 9833 By g2l 1 2 2z 3 3 4 ¥ s
11 FLAT S811 9805 | 97199 $793 ebT 12 1 2 2z 3 a2 w5 5
12 9161 L9715 | o769 | 0763 BTST 910 i1 1 2 3 3 b &k 5 &
13 STl 93T | 570 9TE 9TIT STMEL 1 2 5 3 4 5 5 g
1k 8703 o689 968y BETL 9FAT |1 1 2 3 b & 5 & 7
159 9658 9652 | g6kl | L9436 9628 %621 |1 ¢ £ 3 b 3 5 6 T
6 %613 9605 | o5& 9588 L3300 .95TZ {1 R 2 3 k 5 £ T T
17 9563 9555 954€ | ,9537 9528 .50 (1 2 3 3 L 5 § T B
1B 511 .e%a2 2992 | 9443 AT Gh63 ;1 2 31 L S & & T B
19 9455 LR SL36 | .oL2e Ghiv he?t [ 1 2 1 L4 5 & T B &
20° 9331 9387 | .53TT| 9367 9336 .9ME[ 1 2 3 L 5 & 1T B g
21 933 9225 | .535| .90 .32z 9|1 2 3 L 5 6 7 g 1
22 9@ OR1 $350 | L0233 9228 L9216 [ 1 2 3 4 A 7T A § 10
23 9205 194 9182 .51TL alyy gUTI1 F 3 5 B 7 8 5 1p
24 g135 P20 | .9uR| L9206 L60BE wgors{r oz L 5 & 7 a4 19 11
25° 9063 .mosl | 0038 | o026 o1 gpo |1 3 ¥ 5 § 5 9 1 11
26 B983  Bo7s | g6z | .Bous  BG3 .B923 (1 3 L 5 £ B 5 w1
27 910 BBo7 | LABAL| BBTo  .gA5? .8Bk3 1 3 L 5 o+ B g 3 1z
Fel 2| 878 67Tk &0 | X 3 L B 7 B 10 11 12
23] Brox seBe BE7s | L o3 L 6 7 o3 10 11 12
30" 856 .BE3L  .BE1 BGOL B56T [ 1 3 L & T § 10 1z 13
3L 572 8557  Bskz 526 Bs1 Alek | 2 3 5 £ B g 11 1z 2k
k- bés B0 .Ah3h Blld ELO3 | 2 3 5 & B 5 11 13 14
33 BaAT  .83T1 G355 .A139 8323 B30712 3 5 & B 1o 11 13 14
3 8290 .B27h 8253 .83k .B2as g2 2 3 5 7 B g0 12 13 15
35° Bigz 81715 8158 M ek 810702 3 05 T B 10 12 th 1%
boso 8073 .Hosh 4029 8021 Bogd b2 3 5 T B 1A 12 ih 16

37 T8 1969 I35 uoak 1ea6 BB 2 B 5 7 v o1 12 1 16
38 Mo L7862 THLL  .7Ag6  LTBOS LIMO0 | 2 4 £ 7 g 11 13 14 16
39 ML L7753 T35 7718 TR Bt 2 L £ 7 % 11 13 1% 17
Lo THEL L PEbE 7623 THO TEBS L5662 b £ § m 11 13 15 17
L1 15T 7580 7508 Thao o .mhs1 [ 2 v £ 08 13 12 13 15 17
Lz ™31kl 7392 TIM .73s3 .73 2 b & 8 10 92 1k 16 18
iz T3k 7298 emh sk a3k o.7alk [ 2 W 6 @ 10 a2 1k 16 18
Ll -7193 L7173 LTa53 L7133 .Talz Te®E | 2 & 6 8 ap 12 14 16 18

Cbservamos los valores que aparecen en el rengldn ¥y en la columna, de esta for
ma. podemos conccer el valer del fngulo buscado. En este caso el valor corresponge
a 29° 20!

Utilizando la definicidn de la funcifn coseno v la tabla anterior, podemos re-
solver problemas donde intervenga un trifngulo rectfngulco, un gngulo 0, el cateto
adyacente el &ngulo © y la hipotenusa.

Ejemplog:

a) iCufnto mide el cateto b del siguiente tridngulo rectingulo?

B Consideramos la funcidn
Cos A = cateto adyacente
hipotenusa

Sustituimes los valores conocidos

b
& cm

c=6 cm a= Cos 50° =
Buscamos en la tabla el valor que co--
rresponde a Cos 50° vy sustituimos este
valor en la igualdad

A b= c 628 = —
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Pespejamos la incdgnita

b= (6) (,6L28)
Por 1o tante

b = 3.8568 cm.

b} éCufinto mide el &ngulo B del siguiente tridngulc rectinsulo?

B
c=4
S mm a=33mm.
A . C
EJERCICIO:

La funcidn que relaciong el cateto adya
cente al &ngulo B y la hipotenusa es el
coseno:

cateto adyacente

Cos B = hipotenusa
Cos B = £2 = .1333

De esta forma hemos obtenido el valor -
del coseno para el f&ngulo B. Buscamos -
en la tabla a que fngulo corresponde eg
te valor y encontramos gue:

3 B = h42° 50!

Encuentra el valor solicitado en cada uno de los giguientes trifngulos-

c=4 8¢
g=4cm.
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C a= 32 mm. B

P 3=35mm, 'R

4 x= p= 3 A=

Usendo la funcidn cosenc, podemos resolver problemas de tipo prictico.
Por egemplo LCuil es 1a longitud de un tlrante de alambre de un poste vertical,

si el &ngulo que forma con el piso es de L40° y 1a distarcia que hay del punto don
de estf sujeto el alambre al pie del poste es de 5 mts.?

Representamos los datos del problema por medic de un dibujo.

I

4Q°

5m.

catetec adyacente
hipotenusa

Sabemos que Cos O = ;3 en este caso

Cos Loo= 2

x

Buscamos en la tabla correspondiente el valor e cos L0® y encontramos que es
igual a .T660.

Sustituimos este valor, despejamos 1a incdgnita y resolvemos las Operaciones
indicadas.

p)
-T660 = 3 X = 6.52 mts.
x (.7660) = La longitud del tirante es de 6.52 mts.
x = —2
.7360
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EJERCICIO:
Resuelve los siguientes problemas:

iCuénto mide el Angulo de la pen—-

diente de una escalera, cuya base
mide 6 m. y cuya rampa tiene ung
longitud de 10 m?

Un avidn despega con un &ngulo de-
elevacidn de T° iCull es la distan
cis heorizontal gue recorre el ——
avifn despuds de haber volado

9 km.?

Sobre una pared se apcya una escale-
ra formando un &ngulo de 60° con el
plsc. 8i se sabe que la escalera mi-
de 2.20 m. de largo. 3CuBl es la dis
tancia de la pared a la base de la -
escalera?

Una antena de televisién esti sujeta
como se muestrs en la figura. 851 el

tirante que va de C a A mide 5 m, ¥

la antena mide 3,7 mts., 4Cull ez la

medida del &ngulo BCAY,

et
X
o
=
3

5m,

LA FUNCICN TANGENTE

Utilizando el circulo trigonométrico podemos calcular el valor de la tangente
para cualquier dngulo.

Para ello trazamos un circulo trigonoméirico, y un trifngulo CPQ.

i

oy
N

N
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Prolongamos el lado OF del &ngulo Q y trazamos el segmento RS perpendicular al-

eje x v tangente & la circunferencia en el punto 35,formandose el tridngulo rectin-
gulo OSRH.

y R
P
" a
N 0 Q [s Ex
S

Los segmentos PQ y RS son paralelos, POr lo cual podemos aplicar el tecrema de
tales, obteniendo:

PQ _ RS

0Q ~ 08

Como 08 es un radio de la circunferencia, 05 = 1 por lo tante:

Pq _ RS e 24
50 T » es decir 5 RS (1)

cateto opuesto entonces

También sabemos que tan O =
cateto adyacente

) .
Tan Q 50 De donde:

Tenemos que tan O =RS en el circulo trigonométrico

De esta forma hemos encontrado un segmento que nos permite representar a la fun-

cidn tangente. El valor de la tangente de un &ngulo seri entonces la magnitud del -
segmento del puntc S al punto R,

Ejemplo:

Obtengamos el valor de la tangenite de un finguloc de UL5S°,

Para ello se puede seguir el siguiente procedimiento:

’ 0 AN
1. Trazamos un angulo central de L5 . \
de tal forma que su lado inicial - ~.
coircida con el semieje x positivo. ® ™
8
P
7
8
5 ]
.4 \
3
.2
.
Y
o S/

299



2. Prolongamos el lado OP del &ngulo AN R
¥y trazamos el segmento RS perpen- [ ~1_]
dicular al eje x y tangente a la 9
circunferencia en el punto S. 8 3
7
.6
.6
4
3 \\
.2 |
d
N
0 S 7
3. Medimos el segmento RS, consideran
do como unidad de medida el radioc T
del circulo trigonométrico. Fn es- : = [
te caso,el segmento RS nide 1. ® d
Como la medida del segmento RS de- 8 8
. P,
termina el valor de la tangente, T T
entonces: tan 45° = 1 . i
.8 N RS
4 \\ A4
5 3
2 h2
I red
S
0 s 7

El segmento RS, con el que hemos representado la funcidn tangente, nos permitird
ver objetivamente las variaciones de la funcién segfin la amplitud del &ngulo.

Observemos que pasa con los valores de la tangente para &ngulos de 0° a 90°

Armedida que el &ngulo crece, el segmen-
to RS (valor de la tangente) toma valo--

1o res cada vez més grandes, a tal grado,

L que resulta casi imposible poder calcu—-—
H.T larlas utilizando el cireculo trigonomé-
(1.6 trico.
1.5
1.4 .
s A medida que el &ngulo decrece, el valor
L2 del segmento RS {valor de la tangente) -
vt '}' disminuye. Cuando &1 &ngulo vale 0° el -
° valor de la tangente és igual a 0.
4 ;
/ 7
L s
5
}/ .4
3
2
a

“w
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Es importante notar que la variscidn del crecimiente del valor de la tangente
no es la misma que la del 4ngulo.

For ejemplo:

El tamafio del Zngulc se ha duplicado, en
tan 41° = .84 cambio, el valor de tan 82° es5 mis de 8
tan 82° = 7,11 veces el de tan 419,

Tangente de 90°

Consideremos el primer cuadrante de un circulo trigonomdtrico ¥ tracemos un an
gulo central de 90°,

y

”~N
P
-,90"
U
Tracemas el segmento RS perpendicular al eje X y tangente a la cirecunferencia
en el punto R,

LN

a\y [
P

H 90°
K:JR
El segmento CP y el segmento RS son paralelos; por leo tanto no podemos encon-

trar un punto de interseccién entre ellos. Lo anterior significa que no existe un
valor para la tangente de un fngulo de 90°.

=




» . . - -~ -
A contiruacibn presentamos ung tzbla gque nos permitiri ohtener los valores -

de la funcibn tangente.

TANGENTE  RATURAL

‘ 20 1o
o033 3 6
<0231 36
0w [
0532 L
S T b
R a g
1 I
28T 18
Aalés i A
e ik
1823 16
a0t 3 €
-2 NES ]
2370 3 6
2855 L2586 2648 18
2Tk LET 2636 | 3 6
2931 PR 3026 ]
16
a6
ER
ER
T
37
io7
4T
- T
“ T
L1
“ B
.8
LB
v B
o8
+ &
45
b
L]
> 7
31

')

b

&

paat &

La forma de utilizar la

la funcidn seno,.

tabla

EJERCICIO

a) Utiliza la tabla anterior para encontrar el valor

TAISERTE NALUHAL

1 Py w0 Lo gt Y
1. Nz L1 2 F o5 o5 3
1. D60 1 o2 F o3 b5 o8
1. R PO b6
1. 137 1 o2 31 03 5 5 6
1. 178 11 02 3 3 5 6 6
1. 08 1.E 12 2 3 08 L 5 6 @
1.2l S265 1.2yl oz o2 % N L5 BT
1. 431 1.31g 1% 2 3 b 3 5 6 T
1. w0 1.y6 |1 02 a2 3 b o & 1%
1. L4 |1 2 3 3 b o & T B
1 LA 4 2z 3 b S 5 6 T B
1 1.532 12 3 w5 & T B g
1. 159 [ 2 3 L 3 € 7 B 9
1. 1653 [ 1 2 3 L5 & T 3 1)
1. 13 1.728 1L 2 3 5 € 7T 8 3 10
1756 1.9z 1 2 ko5 & 7 8 1 1y
1.328 L3682 103 4 5 & 6 95 1 12
1907 Loby | 13 b5 v & 10 1l 12
1.990 2.035 13 % € 7 % 10 12 23
2.0d0 2.128 2 3 3 £ & § 11 3 om
2.177 2.228 C 2 3 5 7 8 15 12 b 15
2,202 2.3 ;2 L 5 ¥ @ 11 13 15 14
2,394 255 2 L oA B 10 12 1L 16 18
2.51%7 2583 o b7 9 1113 a5 27 a0
©.651 2723 'z s 7 9 12 In A7 1% 2L
2.798 287 F 3 5 4 10 13 16 18 ook
2.960 30T T2 6 9 12 18 11 20 23 26
3.140 3237 3 6 1 13 16 13 23 6 @w
3.340 3450 LI R S A L I - I )
3.566 3.68y - b B 12 L6 20 ZH 29 33 7
3.821 3.962 5 9 14 19 23 28 3% 3 b
k.3 .
4.4k
4.8h3
530 |
5.8T1 i
£.561 :
T
8.556 :
I0.08 B
12.25 |
1560 i
20,21 2147 .
2.8k har 1
68,75 d5.94

es similar a la forma como se utiliza la tabla de

6)

T)

8)

9)

1) tan L40° 30'.
2) tan 31° 10'-
3) tan 36° 11'=
h)  tan 10° 25'_ o
5) tan 11° 12'=

10)

tan 36° 337
ten 40° 39!
60° 107
tan 80°
T0°

tan

tan

b) Utiliza la tabla anterior rara encontrar el valor
los siguientes valores de la funcifn.

&)

@ =3

G)
10}
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de las funciones indicadas

del fngulo de cada uno de

6.430

57.26

171.9
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Con la funcién tangente definida de la siguiente forma.

_ cateto opuesto
Tan O = :
cateto adyacente

Podemos resolver problemas donde intervengan: un tridngulo recténgulo, un &ngu-
lo O, el cateto opuesto al 4ngulo @ vy el cateto adyacente al angulo O

Ejemplo:

a) ICufinto mide el cateto a del siguiente trif@ngulo recténgulo?
Consideramos la funcidn

cateto opuesto
cateto adyacente

B Sustituimos los valores conocidos
o _ _a_,
.- o Tan 56 5
Buscamos en la tabla el valor que corresponde
de a tan 56° y sustituimos este valor en la
586° igualdad
A b:z2cm. C

1.483 =%

Despejemos la incbgnita y, resolvemos las
operaciones indicadas.

2(1.483)
2.966 cm. El valor del cateto desconocei-
do.

a
a

b). éCufnto mide el 4ngulo B del siguiente tridnguic rectfngulo?

La funcibdn que relaciona el cateto opuesto
v el cateto adyacente al fngulo B, es la -
8 Langente:

cateto opuesto _ 2.5
Tan B = =
cateto adyacente 3

a=3cm.
Tan B = 0,833

De esta forma hemcs obtenido el valor de la
A b-25¢cm. C tangente para el &ngulo B. Buscamos en la -
tabla a gque &ngulo corresponde este valor y
encontramos gue:

I B = 39°
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EJBRCICTOS:

a} Encuentra el valor sclicitado en cada uno de los siguientes triZngulcs.

M
C
R
r=37
a=41
A b=33 B P =30 Q
3 n = 3 Q= 3N =
Y
p Q

54° (

p=35

=30

b) Resuelve los siguientes problemas:

1} Con los datos de la figura, calcu-
la la alturs de la antena.

409

P—————— 29 m — |
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3

2) &QuE dngulo de inclinaciédn tendran T N
los rayos solares, si la sombra de Q
- - . —

un arbol que tiene 7 m. de altura,

se proyecta & 4 m? WANE - Th

R

3) Un reclingulo tiene 15 m. de base y
10 m. de altura. iGué &ngulo forma
la base corn la diagonal?

0Om.
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EL PENSAMIENTO ESTADISTICO SERA -
UN DIA TAN NECESARIO PARA EL CIU-
DADANO EFICIENTE COMO LA CAPACI-—-
DAD DE LEER Y ESCRIBIR,

H. G, WELLS,
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I ¥ T R O DU C C I 0 N

El manejo de informacidn a pequefia -
¥ gran escala, ha sido asunto de Iinteew
o~ -
rés para &l hcmbre en su desarrollo his

térico. Hoy en dfa con la aparicién de-
¥ CENBU GEMERAL DE FUBLACION

R las computadoras - mAquinas con capaci--
STADO DE MEXTO0 dad para almacenar y operar gran canti-
Foblacifn de 5 afios y nfs que hablan alguns lengua dad de datos en forma mucho Il'lé,S répida
1ndfgens gegln condleifn de habla eepaficla. . < .
que cualguier otro recurso utilizado --
Femans e = por el hombre - se har podido estudiar
¥ HABLA - E3-
Tamigm T v AR, o ey nuevos problemas y desarrollar nusvas -
HIA TNDI— ROL CADD .
aBNA teorfas. En esta unidad, repasaremos --
L SE 260 o7 21 25 B 23 &8 algunog conceptos ya estudiados en la -
e o I . 2 : octava unidad del primero y del segundo
Saotae = iy 4 2 curso de matemfticas.
cEL 51 L& 2 3
CHORTAL DE
OAXACA 9 92 T -
SHONIAL 1B o L - . Entre los conceptos que repasaremos
1z Z 1 .
SoncaTace 1%5 155 12 s destacan:
HUAYE 1 1 -
HUABTECO 388 ugz 11¢ 1k
HUICHCL 13 2: Iz -
m@\ 177 25; 15k 228 15 gkl 7 118 . . - s
— L Lo o @ a) Representacidén grifica de datos co——
- - ]
MRX 540 0 o = - - rrespondientes a fenfmenos sociales,
JIXTEC) i a0 i T8 ¢ econfmicos ¥y naturales.
MITE 691 620 35 36
OTCMT. 68 115 41 613 10 626 5 874
PAME 15 11 2 2
PIMA 1 1 - -
POFOLLCA DE ) I -~ ’
VERACTUL b & : ! b} Interpretacidn de gréficas.
TARAH 15t T 3% T
TARAB(%I:ARA 1 hég 1 235 5;; 5{
TEPECAND e 23 . .
AT o ™ = e c) Aplicacidn de las fdrmulas de proba-
fiiuin 2 RGN 86 By bilidad en la solucidn de problemas.
IZRLTAL 1kg 135 5
IZOTZIL 1h§ gg bg i
YAQUI
5 5 - - ol 1 ; —
T e . o m En e} desarrollc de la unldgd,
%ﬁ§mm : ™ ! l requeriremos consultar las tablas
.10} - T pa E 1 12 .
e @ o= * del snexo,colocado ern la parte fi-
ESPECIFICALD 23 055 2 997 B 132 £ mé na l d e é s ‘t =
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OBJETIVCS PARTICULARES

* Interpretari diferentes curvas de frecuencia,

*  Aplicaréd las fdrmulas de probabilidad, aprendidas en la resolucidn de pro-

blemas.

OBJETIVOS ESPECIITICOS

- Obtendrd datos estadfsticos scbre fenfmenos naturales, econdmices y sociales.

- Representari con una curva de frecuencia, los resultadcs de sus investigacio-

nes.
- Interpretard diferentes gréficas de investigacicnes dadas.

- Aplicard las férmulas de unidn y complemento de eventos en la resolucidn de -

problemas.
- Aplicard la formula de interseccidn de eventos en la resolucidn de problemas.

~ Aplicard las férmulas de probabilidad ¥ ¢l concepto de propercidn, en inferen—

cias estadfsticas.
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OBTENCION DE DATOS Y SU REPRESENTACION GRAFICA

En la octava unidad de tus cursos anteriores de matemAticas, estudiaste algu--
nos conceptos bisicos de Estadistica y de Probabilidad,en esta unidad hacemos uso

de estos conceptos, aplicindolos en situacicones que son de interés para guienes -
hacen usc de esta disciplina.

Iniciemos analizando la produccién de petrdleo crudo en el afio de 1980 en 10
de los principales paises productores de este energético.

PRCDUCCION DE PETROLEQ EN CRUDO 1980

PAIS MILLONES DE TON.
U.R.8.8 £11
Estados Unidos Lzt
Arabia Sgudita 330
México 133
Reineo Unido 100
Venezuela a5
Iran 8T
Indonesis 66
Canadé £0
Emir. Arabes Unidos 59

PL ANISFERIQ

Estos datos se obtuvieron del "Almanague Mundial" (1984) , con ellos podemos
elaborar una grifica que puede ser de barras o bien un histograma, poligonal o ——
pictograma. Elaboremos la poligenal (también llamada pol{gono de frecuencias).

PRODUCCION DE PETROLEOQ CRUDO 1980

Mitiones de

Tonslodos

600

500

400

200

200 A

100

1

IR T—

Prreraimmamazaa;

| I l
Il 1 1 l l A

U.R.S.8.

ESTADOS UNIDOS

ARABIA SAUDITA

MEXICO

REING UNIDO

YENEZUELA

IRAN

INDONESIA

CANADA

EMIRATOS ARABES rH--
UNIDOS
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A partir de la tabla o de la grifica podemos decir que:

a) Se consideraron 10 pafses productores de petrdlec

b} La U.R.5.5. es e pafs que extrajo mayor cantidad de petrdlec en 1950 (611
millones de toneladags)

c) Cinco de los paises inclufdos pertenccen al continente asiftico (URSS, Ara-
bia Saudita, Irdn, Indonesia y los BEmiratos Arabes Unidos); cuatro pertene-
cen al continente americanc (E.E.U.U, México, Venezuela y Canadd): ¥, Tinal
merte, uno (Relino Unide) pertensce al continents europeo.

d) MExico produjo en 198C, 133 Millones de toneladas de dicho energético, y -
3610 fue superado en produccidn por: La U.R.5.8, E.F.U.U. vy Arabia Saudita.
Por lo que: En América , fue el segundo productor de petrdleo.

EJERCICIO:
De acuerdo a la tabla o gréfica anteriores contesta las preguntas siguientes:

a) tQué paltes de América produjeron en 1980 mencs cantidad de petrdlec gue —
México?

b) 4Cudl fue la diferencia de produccidn de petrfleo en 1980, entre la U.R.S.8
y Méxicc?

>
—

$Cudl fue la produccidn total de petrdlec en 1080 de los L patses de Améri-
ca inclufdos?

iCudl la de los pafses de Asia?

d) iCudl fue la diferencia de produccidn de petrdlec entre los pafses asidti-
cos y los pafses americanos?

En la introduccién,presentamos la tabla:

e

lista tabla corresponde & la poblacidn -

—— T Cl v — del Hstado de México con uns edad de 5
%ﬁ ' o mis aflos que hablan alguna lengua in
& dfgenal/

o A partir de los datos podemos chbtener -
la informacidn siguiente:

g e e i

1/ Tomado del ¥ Censo General de Poblacidn y Vivienda.
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a) Fl mazahua corresponde a la lengua indfgena que més cantidad de personas -
hablan en e  Fstado de M&xico.

b) El otonf es la segunda lengua indfgena que mis cantidad de personas hablan
en el Estado de México.

¢} Otras lerguas indfgeras gue se hablan en 21 Estado de M8xico son:
ndnuatl, zapoteco y mixteco
51 resumimos er. unha tabla esta informacidn, tensmos:

Las 5 lenguas indfgenas que mds se hablan en el Estado de México 504 ;

Lengua Nimerc de personas
indfgena | que la hablan
Mazahua, 177,288

Nahuatl 22,680

Otomi 98,115

Zapoteco 12, Lé1
Mixteco 12,381

La griafica de barra correspondiente a estos datos eg:
Grafica de barra correspendiente a las

> lenguas indIigenas gue mAs se hablan
en el Edo. de México.

NO de personas

{en milas)
V.
180 -1
]
100 4
4
20 i
I 1{
i . Langue
Mozahuo Nohuail Otoml Zapolsco Mixtsco 7 {ndigana
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Querdiaro Hidalgo

Michoaadn

Pusbia

Marslos .
1 Otomi

IO Mazahua
IO Ndhuotl

Gusrraro

EJERCICIO:

A. Con los datos contenidos en la tabla o la grafica de barras va expuestas -
responde a las cuestiones siguientes, como en el ejemplo:

Ejemplo:
a) 4Cudl es la razdn existente entre las personas que hablan el mazahua y -
de las que hablan el otomf, en el Edo. de M&xico?
De 1a tabla tenemos que:
177 288 personas hablan mazahua ¥ 98 115 personas hsblan obomf.

por lo que:

177 288 Mazahus
98 115 Otonmf

= 1.8

Es decir: .
Casi el doble de la gente que hablban otomi, es la que
habla mazahua.

b) iCudl es la razdn que existe entre las personas que hablan el otomf y de
las que hablan el nahuatl, en la entidad?

¢) 4Cudntas personas mis, en 1980 hablan mazshua que otomf?

d) 4Cuantas personas mds, en 1980 hablaban nahuatl que mixteco?

e} iCuantas personas més, en 1980 hablaban otom{ que zapoteco?
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B. Con los datos de la tabla 1 del anexo, completa la siguiente gréafica.

Produceidn en Toneladas de malz en el perfbdo 1977-80 en el Edo.de México.

) PERIODQ 19771980
Tonsladas

de Maiz
2000000

1500000

1000000

500000

1977 1978 1979 1980

C. La siguiente tabla corresponde a la poblacidn por grupos de edad en toda la
Repfiblica Mexicana.

1980 TOTAL
69 346.9
en miles
bdad.
O-L 11 195.7
5-G 10 613.2
10~1L4 g 301.4
15~19 7 727.8 Blabora la gridfica de frecuen--
20-24 & 165.5 cias correspondiente.
25-29 4 776.0
30=3k4 3 B6T7.9
35-~39 3 362.3
Lo-4b 2 859.6
45-49 2 32L.7
50-5h 1 876.1
55-59 1 h409.hL
60=64 1 112.3
65 y mis{ 2 665.0

FUENTE: Cifras preliminares del X Censc General de Poblacién, corregidas por
subnumeracidn proyectada al 30 de junic de 1980. Consejo Nacional-
de Poblacidn.
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Poblacion N Grdfica de la Poblacidn total de México 1980
en  Miles

12 000

5

T ¥ 1 T T T T T Y T Y ' T y

04 B-9 10-M4 IS-19 20-24 26-29 3034 36-39 4044 4549 50-54 58-89 €0-64 85-may
Edad

Con la gréfica anterior contesta lag preguntas ;

a) iCuil es el intervalo de edad de mayor frecuencia?

b) iCuBl es el intervalo de edad de menor frecuencig?

¢) 8i consideramos la poblacidn con edad arriba de los
L5 afics y la comparamos con 1sa voblacidn de edad —-
menor a 5 aflos 4Cufl de las dos roblaciones es mayor?
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Otro problema que trata la Estadfstica es la Intervretacién de grificas.

INTERPRETACION DE GRAFICAS

A con

tinuacidn se presentar tres gridficas con resvectc a la variacidn de temperatura —
media por mes durante un afio en tres poblados del Estado de México.

Chapingo

°c

an

Tamnara";l-rn

204
19 4
8 4
17 4
1g 1
18 4

Segln las graficas:

a)

b)

iCuil es el mes con unsa temperatura media méxima?

Teotihuagcan

TC
e o
L

°
o
1

Tamperature

Yalle deg

Brav o

m
4
-
»
z
o
e
=4
0
oA
24
o4

iCufles son los meses con una temperatura media minima?

c) iCuBl es la media aritmética de las temperaturas en ca-
da uno de los lugares mencionados?®.
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Ejemple:

Para Chapingo:

Temperatura media = suma de ;;mperaturas -
- 11.6+13,2415,5+16.8+17. T+17, b+16.5+16. 3415.1+14,8+13.1+11.7 _

12 12

1197 _ 14

Para Teotihuacan:

.o _ Lk _
Medis = 15 =

Para Valle de Bravo:

. _ L X
Media = HIE

De acuerdo a las 3 griaficas anteriores y las medias aritméticas calculadas,con
testa las preguntas siguientes.

1. iCudl crees que sea el mes mis caluroso del afic en el Estado de México?

2. ICufl crees gque sea aproximadamente la temperatura media anual en el Esta--
do de México?

3. dCuéies crees que sean los meses més frios del afio en el Estado de México?

L. Utiliza la tabla 3 del anexo para "verificar" tus respuestas a los incisos
anteriores.

En tu primer curso, estudiaste otro tipo de grafica llamada pictograma. La
siguiente grédfica es un ejempleo de este tipo y corresponde al crecimiento del ser
humano desde gue nace hasta que cumple 28 afios de edad.

194. 46 161.29 162.56

] 170,18 175. 26

“3.86
124.48
109.22
91 .44
76.20
oms. 50.80
o] I 2-4 B-7 8-i0 "n-1s 16-20 €l-28 Edad
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De

b)

acuerdo a la grifica contesta lo sigulente:

LCuBl crees que sea aproximadamente la estatura promedio de los alumnos de
tu grupo?

Considera los alumnos de tu grupo y conforme al nilmero de lista registra --
sus estaturas en la siguiente tabla de registro:

|

No.lista| Nombre |TSt&tura en
CINS .
1
2
3
b
5
6
7
8
9
0

(oA
&)

c)

e)

Con los datos de la table anterior, calcula la estatura promedio de los alum
nos de tu grupo.
suma de estaturas

media = total de alwmnos = =

4Coinciden las respuestas de los incisos (a) y (¢)?

Si tu respuesta es negativa icufiles crees que sean las razones?

1Cufl es 1a moda de los datos (es decir, el datc de mayor frecuencia gue re—
gistraste en la tabla del inciso b)?

EJERCICIO:

Analiza las gréficas referentes a la variacidn de temperatura durante los me-—
ses del afio, de Colombia y Alaska; presentadas en el anexo, Y contesta las si~ --
guientes preguntas.

a)

b)

iSe parecen las graficas?

tCull es la temperatura mixima en Alasks?
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¢Cudl es la temperatura

Ifn qué mes se registra
alta en Alaska?

En qué mes se registra
baja en Alaska?

iCul es la temperatura
iCufl es la temperaturs

IEn qué mes se registra
alta en Colombia?

(En qué mes se registra
baja en Colombia?

minima en Alaska?

la temperatura més -

la tomperatura mis -

miximsa en Colombia?

ninima en Colombia?

la temperatura mis -

la temperatura mis -

51 te dieran a escoger en cufl de los lugares te gustarfa vivir Tcuil serfa
dPor qué?

tu respuesta?
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PROBABILIDAD

APLICACTON DE FORMULAS DE PROBABITLIDAD.
En tu segundo curso estudiamos que;

a) La probabilidad de la unién de dos eventos se calcula de acuerdo a la fér—
mula.

(1) P(AUB)=2(a)+P (B) - P (ANB)

b) La probabilidad del complemento de un evente se caleuls con la férmula

(2) P (%) =1 - F (a) ]

De (l), tenemos:
P{AUB) =P (A) + P (B) - P (AN E)

P(ANB) +P (AUB) =P (&) + P (B)
P{AMB) =P (A) +P (B) - P (A {JB)

+

AsT gue:

¢) La probabilidad de la interseccidn de los eventos se calcula de acuerdo a
la férmula:

(3) P(AOB)=P(A)+P(B)—P(AUB)1

A continuacidn hacemos uso de las férmulas anteriores para calcular las proba-
bilidades de eventos compuestos.

La gréfica cartesiana:

e 0ol ol o 0
o |ao|oo|oe|aolos| s
3 |oo|{oo|ns|oo|oa|os
@ |@n|o0|ae| @@
3 |oo|ao|oa|og|as|ag
A5 |80|@0| 90|@a]| o
8 |o0|00) 96| 90) 6| nal

representa el espacic muestral en el lanzamiento de dos dados.
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Las sigulentes grificas representan os eventos indicados en cada una de ellas,

=y
ES é%%%%%%%%%
 E— a
i
A = "Obtener el mismo B = "Obterner una suma - C = "Obtener una su
rimero de cada — mayor que 5" ma menor que 5"

dado"

De acuerdo a la fdrmula para calcular la probabilidad tedrica de un evento te-—
nemos :

nimero de casos favorables

P (E) = nfmero de casos posibles.
Por lo tantoc: —
_6 _1
a) P (A) - 36 - 6
T : ¥ =
———=
-0 _ 3 —
b)P(B)"‘36_18 =
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O
]
o)
g
il
Lo
U\\ o
1]
T

De igual manera:

ey o 30
P s =

o rsCy _ 26 _ 13
lﬂ(B)_%_lé}

cy _ 30 _ 5
P(c)_36__6

I
N |
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|

-2 . L

P(AmB)-36 = I3

2 1
P(AﬂC)—%—Tg

0

\=—:O

P (BMC) 35
A v B no son excluyentes porque ANB# ¢
A ¥ C no son excluyentes porgue ANC# ¢
By C s son excluyentes porgue BMlc= ¢

LCufl serd la probabilidad de la unidn de A y CF

PaAaUcr=r(a)+P () -2 (AN

Por lo que:

1,1 1 _ 3+3-~-1_5
P(AUC)—6+6_18_ 18 _18
20 _ 5
36 18
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iCual serd la probsbilidad de la unidn de B y C2

P(BUC) =P (B)+P (C)-P (BN Q)

il

Por lo tanto:

P {BuUC) -0 =

5
5T

Oy 4
|_i
(@]

|
E_I
oo
W
o

EJERCICTOS:

En el lanrzamiento de dos dados, donde cada figura representa un evento.

Bz decir:
===
— ——

evento X eventa Y evento Z
Calcula las siguientes prcbabilidades.

a) P (X) = gy P (x°) =

bl P (Y) = L) P(XUY) =

¢) P (2) = 1) P (Y%) =

d) P(XMz) = jrrp(xny) =

e) P (Y wz) = ) P (Yt u %) =

)P (YY) =
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TABLA M: 3

TEMPERATURA MEDIA MEMSUAL DURANTE

UN ARD DE YARIOS LUGARES DEL ESTAD® DE NEXICO

LUCAR E F M A M J J A S [t} N D
ACATITLAN 2103 22.7 249 27.0 26.2 ak.p 23.3 23.3 23.1 22.6 22.k 21.1
ALMOLGYA DEL RIO 9.5 14,8 i2.% W37 ik.6 15.1 1.4 14,3 14,3 13.4 k.5 10.1
ATLACOMULAD 19,2 it 13.6 1l 16.0 16,1 i3 19.4 14.9 13.7 12.2 10.6
CIAPINGO 1.0 13.2 15.5 16.8 7.7 17.4 16.5 16.3 15.9 1h.8 13.1 1.7
IXTHAILUACA 12,1 13.0 14,2 15.9 16.4 17.6 16,1 6.4 16.% 1k.9 13.5 12.0
MALLNALLCO 17.0 17.9 19.7 21.9 21.9 21.4 20,1 20.5 20.3 19.4 19.3 17.8
#L 0RO 9.1 0.7 13.2 ib.2 h.1 14,3 13.k 13.k 13.0 12,1 10.8 9.9
TEOTLIUACAK

PRITAMLDLE: 11.5 13.0 14.8 16.2 17.2 16.8 16.3 16,1 15.9 4.6 13.1 11.9
YALLE DE BHAVU 15.6 16.7 1%.0 20,7 21.13 19.5 18.6 18.5 18,4 18.2 16.9 15.6
L;{hz VICTORIA 10 10,7 11.8 13.3 1.5 14.8 15.1 15.0 15.1 14.0 iz.2 10.4
PREUA

FOLNTE: Modl tlenclones al Slstema de Clusificacisn Climatics de KOPPEN.

Mixleo, 1981,

LNHIQUETA GARCIA.
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Punta Berrow, Aloska
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Tempercturo

Andagoya, Colombio
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